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Exercice 1 — On considére la fonction définie sur R? par
fla,y) = a* +y* — 122y,

Soit © I'ouvert R? défini par Q = {(z,y) € R*|z >0, y > 0, xy > 1}.
1. Montrer que f est strictement convexe sur 2.
2. Trouver tous les extréma de f sur €2 (en précisant leur nature).

3. f est-elle convexe sur R??

Exercice 2 — On considére le probléme d’optimisation

. - yz 2
mmf@w)=x+2w+ﬂy—5"—§,@w)ER,
r+y <1,
x>0, y>0.

1. Montrer que ce probléme admet une solution (sans la calculer).
2. Ecrire les conditions d’optimalité correspondantes.

3. Trouver cette solution.

Exemple 3— On considére le probléme d’optimisation
mlnf(x7y> =T, (l‘,y) € R27
y<(1-a)
x=>0,y=>0.
1. Montrer que ce probléme admet une solution (sans la calculer).

2. Trouver cette solution graphiquement.

3. Vérifie-t-elle les conditions d’optimalité avec les multiplicateurs de La-
grange ?



4. Interpréter.

Exercice 4 — Soit f une fonction définie sur R”, n > 1, a valeurs dans R,
convexe. Pour tout £ € R", on appelle sous-différentiel de f en ¥ ’ensemble

of(@) ={u e R"\V§ e R", f(y) — f(Z) > (i, § — T)}.
1. Soit Z un point de R™ ou f est différentiable. Montrer que
Of(@) ={V[f(@)}.

2. Montrer qu’un point ¥ € R" réalise le minimum de f sur R" si et
seulement si

0 € of(Z).

3. On suppose que f est de la forme f = h+ g avec h et g deux fonctions
convexes de R” dans R . Soit  un point de R™ ou A est différentiable.
Montrer que

Of(T) = Oh(Z) + 0g(Z).
4. Soit g la fonction de R? dans R définie par

g(x,y) = |v —y|

Calculer dg(a,b) en tout point (a,b) € R%

5. On se place maintenant dans le cas ou la fonction f est définie sur R?
par
1, 1 2
flay) =g27+ 5y =17+ |z —yl.
Résoudre le probleme

min f(x,7), (z,y) € R



