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A Tattention des surveillants : premiére 1h30 : pas de documents auto-
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Les programmes Scilab ou Matlab dowvent étre envoyés a l’adresse suivante :
laurent.dumas@uvsq.fr a la fin de l'ezamen avec le sujet ECP2014 et un
nom du type ECP2014-prenom-nom.sci .

Exercice 1.

Pour tout entier k > 1, .#;(R) désigne I'espace des matrices carrées réelles
d’ordre k, et I la matrice identité d’ordre k. La transposée d’une matrice
quelconque N sera notée NT. On identifiera I’espace des vecteurs colonnes
de taille k a R

Dans la suite, n désigne un entier naturel non nul. Soit C' une application
définie sur R a valeurs dans .#,(R). On suppose que C' est continue, 7T-
péridioque (c’est-a-dire C'(t + T') = C(t) pour tout ¢ € R), ou T > 0 est un
réel fixé. On suppose aussi que C'(t) est symétrique pour tout ¢ € R et que

Vt,s € R, C(s)C(t) = C(H)C(s).

On pose

A(t) = ( _éf(t) C[(j) ) € Mo (R), L €R.

On considére le systéme différentiel linéaire
X'(t)=At)X(t), t € R, X(0) = X (X, est donné) (1)

ol l'inconnue X est une application de R a valeurs dans R**. On note R(.,.)
la résolvante du systéme (1) et on rappelle que pour tous t,ty € R, R(t, 1)
est une matrice de .#5,(R) et que

d
%R(t,to) = A(t)R(t,ty), R(to,to) = Ion.



Par simplicité, on écrira dans la suite R(t) au lieu de R(t,0), pour t € R. On
posera aussi

T
M= R(T), Ay = %/ A(s)ds, P(t) = R(t)e " pour t € R.
0

I. Propriétés de A, R et P
1. Montrer que pour tous t,s € R, on a

A(s)A(t) = A(H)A(s).

2. En déduire une expression de R(t), t € R, en fonction de A.
3. En déduire que

M =" P(t) = e(/ot<A(S) - AO)dS) pour ¢ € R.

4. Montrer que R(t+T) = R(t)M, pour t € R.

5. Montrer que la matrice A(t) — Ap est antisymétrique pour tout
teR.

6. En déduire que Vt € R, P(t) est orthogonale (c’est-a-dire P(t)P(t)" =
I5,). En déduire aussi que pour tout vecteur colonne Z € R*",
lP(t)Z] = ||Z]|, ou ||.|| désigne la norme euclidienne définie par
Wzl =vZTZ .

7. Calculer P'(t).

II. Transformation du systéme. Stabilité asymptotique

1. Exprimer X (T') en fonction de M et X et en déduire une condi-
tion nécessaire sur M et Xy pour que X soit non identiquement
nulle et T-périodique.

2. On pose Y (t) = P(t)"' X (t). Montrer que
Y'(t) = AgY (1), t € R.
Indication : On peut remplacer X (t) par P(t)Y (t) dans I’équation

3. Trouver une condition nécessaire et suffisante pour que
lim [|X(2)[| =0,
t—-+o00

quelle que soit la donnée initiale Xj.



Exercice 2.

Soit le probléme de Cauchy suivant :

{y'<t> = f(ty(®), teltoto+T) o)

y(ty) € R™ fixé.

L’existence et 'unicité de y € C([tg, to + T],R™) vérifiant (2) sont bien
assurées en supposant par exemple que la fonction f est contintiment diffé-
rentiable de [tg,to + T] x R™ dans R™ et est globalemement Lipschitzienne
par rapport a sa seconde variable avec un coefficient de Lipschitz noté L pour
la norme choisie sur R :

Vt € [to,to+T), Y(yi,12) € (R™?,  ||f(t,y2) — f(t,u)l| < Llly2 — v1l|

1. Soit N € N. On note AT = % Montrer, en utilisant un théoréeme
de point fixe rappelé clairement, que si ATL < 1 la suite (y,)o<n<n
suivante :

Yo € R™ ﬁXé,
Yn+1 :yn+ATf<t0+(n+1)AT7yn+1)a 0 STLS N -1

est bien définie (on parle de la méthode d’Euler implicite).

2. On note t, = tg + nAT et e, =y, — y(t,). Montrer que
lental] < (1+ ATLy)([lenl| + [leall)

ou Ly = ﬁ et €, désigne 'erreur de consistance :

En = y<tn+1) - y(tn) - ATf(tn-s-l’ y(tn+1))
3. En déduire

n—1
[lenl] < €M™ leo| + Y M IAT(L 4+ AT Ly |fei|
=0
puis la convergence de la méthode d’Euler implicite :

li =0
N%+ool,1yrol%y(to)<01§nna§}§\f | |6n| ’)

(pour simplifier, on pourra supposer que f est C! et en déduire une
majoration de ||e,|| en O(AT)?).
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Exercice 3.

On consideére le systéme de réactions chimiques suivant :

(i) 2A — A + B avec une constante de réaction k;
(i) A+ B — 2A avec une constante de réaction r
(iii) B — C avec une constante de réaction ko

o A, B et C sont trois espéces chimiques différentes (plus précisément, B
représente 'espéce A "activée" préalablement en sa dissociation en ’espéce

C)

1. On suppose que les trois espéces ont pour concentrations initiales res-
pectives Ag > 0, By > 0 et Cy = 0; en notant A(t) et B(t) les concen-
trations respectives a I'instant ¢t de A et B, déteterminer un systéme de
deux équations différentielles régissant A(t) et B(t). On rappelle la rela-
tion cinétique générale pour une réaction du type aM + SN — P+ @
de constante k : P'(t) = kM (t)*.N(t)°. Par exemple, pour la seule
premiére équation du présent systéme, on peut écrire : A't) = —kA%(t).

2. Résoudre numériquement avec Scilab le systéme d’équations différen-
tielles précédent,

- tout d’abord avec l'instruction ode de Scilab,

- ensuite avec la méthode d’Euler implicite présentée a I'exercice 2

et comparer les résultats obtenus graphiquement.

On pourra prendre les valeurs suivantes : (A, By) = (1,0), (k1,7 ko) =
(0.2,0.1,0.001) et rechercher les solutions approchées sur 'intervalle de
temps [0, 300].

3. Déterminer les points d’équilibre du systéme précédent et étudier leur
stabilité (théoriquement ou numériquement).



