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1.  On approche la solution de I’équation différentielle
y'(t) = f(t,y(t))
y(to) =a, t€ [to, to + T]
par le schéma d’Euler :
tn:t0+nh, O<n§N

Ynt+1 = Yn + hf(tm yn)7
Yo donnée

ot h =T/N, et f une fonction de classe C'!, L-lipschitzienne par rapport a y

1) (Consistance) Soit ¢, tel que

Y(tn1) = y(tn) + hf(tn, y(tn)) + hey,

Montrer qu’il existe une constante M telle que

on = sup |e,| < Mh.
0<n<N

Yn|. Montrer que 7,1 < (1 + hL)r, + Mh?, puis

2) (Stabilité) On pose r, = |y(t,) —
1 Ly —1
Ty < (1 + hL)”TO + %M}LQ.

En déduire, grace a 1 +z < e* que
LT

Mh.

ly(tn) — yn| < e"ly(to) — vo| +

) (Convergence) On choisit yy = a. Montrer que

sup [y(t) —yu| — 0, quand N — oo,

0<n<N
4) Estimer 'erreur commise pour 'approximation de
/ t.
{yzgm@themm
y(0) =



Appliquer la méthode d’Euler pour résoudre

{v

avec h=1,h=0.5et h =0.1.

y(t) te|0,1]
1,

1) Donner la solution exacte de :

y(t) = —150y(t) + 30, te0,1] X
{ y(0) = 1/5. @

2) Supposons que la donnée initiale y(0) est connue a un e pres. Quelle est la solution

exacte de
y'(t) = —150g(t) + 30, t€0,1]
§(0) =1/5+¢,

3) a) Ecrire le schéma d’Euler, avec un pas constant h, pour résoudre (1). Montrer que

1 1
o — — = (1 — 150R)"(yo — =
Yo = 3 ( )" (o 5)

b) Supposons h = 1/50. Pour une erreur initiale yo = 1/5 + ¢, calculer y50 — y(1).
4) Quelle condition nécessaire doit-on imposer a h pour que le schéma converge.

On considere le systeme suivant :
t
) +12(t), t€]0,2] (2)

1) Montrer que (2) admet une unique solution.

2) On pose z = (y1,y2). Ecrire algorithme d’Euler pour le systéme (2) pour un pas de
discrétisation h = 2/N et t, = nh. Calculer z; et zo pour N = 20.

3) Estimer 'erreur commise pour N = 2000.

Ecrire le schéma d’Euler pour 1’équation :

2V el x(0) = z, € R donné

Donner une estimation précise de ’erreur de consistance.
Donner une estimation précise de la constante de stabilité.



