
Université Pierre et Marie Curie
Licence de Mathématiques LM383
Equations di�érentielles. Méthodes de résolution numérique.

Année universitaire 2008-2009

Partiel du 6 Avril (Groupe 2) : Chapitres 3 et 4

Barême : Ex1 ([2+2]+[2+2]=8), Ex2 (1,5+1,5+4+[1+1]+[2+1]=12)

Exercice 1 : Points �xes

a) Soit ϕ(x) = x2 + x + β.

- Pour chaque valeur de β ∈ R, calculer le ou les points �xes de la fonction ϕ.

- Déterminer la nature de chaque point �xe (attractif, répulsif ou cas limite). On n'étudiera pas
les cas limites.

b) Soit g : R2 → R2 donné par
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)
, ∀(x, y) ∈ R2.

- Calculer le ou les points �xes de l'application g.

- Déterminer leur nature.

Exercice 2 : On considère l'équation di�érentielle suivante :
eyy′ = ey − 1. (1)

On remarque que la seule solution constante de cette équation est la solution nulle.
a) Véri�er si cette équation satisfait les hypothèses du Théorème de Cauchy-Lipschitz global
sur R2. Que peut-on en déduire ?

b) Véri�er si cette équation satisfait les hypothèses du Théorème de Cauchy-Lipschitz local. En
particulier, étant donné (t0, y0) ∈ R2, indiquer combien de solutions de (1) satisfont y(t0) = y0.
Justi�er la réponse.

c) Résoudre l'équation (1) dans chaque zone par la méthode de séparation de variables. Expli-
citer la solution satisfaisant y(t0) = y0.

d) Zone I ((t0, y0) ∈ R×]0,+∞[) :
d.1) Déterminer l'intervalle de dé�nition de la solution maximale satisfaisant y(t0) = y0.
d.2) Pour chaque (t0, y0) ∈ R×]0, +∞[, tracer le graphe de la solution qui satisfait y(t0) = y0.
On pourra étudier le signe de y′ et y′′.

e) Zone II ((t0, y0) ∈ R×]−∞, 0[) :
e.1) Déterminer l'intervalle de dé�nition de la solution maximale satisfaisant y(t0) = y0. Quel
est l'intervalle de dé�nition de la solution qui satisfait y(1) = ln(1− e−1) ?
e.2) Pour chaque (t0, y0) ∈ R×]−∞, 0[, tracer le graphe de la solution qui satisfait y(t0) = y0.
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