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I

1) On calcule les polynomes de base Iy, l1, I3
1 16u(u — 1)
lo(u) = 4(u — )= 1), 1(0) =~ 1) =

Dol () = F(O)lofur) + F()1a(u) + F()ia(u).

2)On définit une méthode élémentaire de quadrature sur [0, 1] par :
1 1 1 1t 1
| fwdun [ pawydu=50) [ttt £) [ nw)dus 70) [ o) du
0 0 0 0 0

1 8,1 5
=—f0)+-f(-)+—=f(1
S0+ 5 () + 15D
3) a) Par construction, cette méthode est d’ordre supérieur ou égal a 2. Or :
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/OUd“_Né 6 0 Tod) g%

Donc cette méthode est d’ordre 2.
b) Le noyau de Peano de cette méthode est donc

balt) = [ (= tf dut G0 — G- 03 - 002

1—1)? 1 1
:( 3> _g<1_t)2_15_8(1_t>2810§t§1
(1-t)3 5 2 . 1
_ _21- S<t<
3 18(1 t) 514_t_1

c) En étudiant les variations des fonctions concernées, il est facile de voir que ce noyau reste
négatif sur [0, 1] et donc 'erreur de quadrature est donnée par :

()| < £ M3 | B — )] = Sty -

ot M3 = sup,e(o,1 }f(s)(u)}
4) La méthode élémentaire sur un intervalle [a, a + h] se déduit de la formule précédente par
le changement de variable x = a + hu. On obtient :

at+h
[ f@hde~ b= pr@)+ Gt D+ o+ 1)



avec 'erreur :
h4

B < 1

M;
M3 = Supxe[a,a+h] ‘f(?;) (.’B)‘
5) La méthode composée sur un intervalle quelconque [a,b] associée a cette méthode

élémentaire est donnée par n € IN, h =

, un découpage a; = a + th,i = 0,1,...,n

et la formule :
b n—1
/ f(x)dz ~ hz ( — %f(az) + %f(ai + %h) + %f(aH_l))
a i=0

avec erreur : ,

B(F) < 1 My(b — a)

M3z = sup,e (o5 | f®(2)]
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1) La fonction F(t,z,h) = gf(t,x) + gf(t + - + Zf(t,x)) vérifie évidemment
I’hypothese de consistance. Pour la stabilité, on écrit :

F(ta,h) ~ F(t,a® 1) < ¢ e =o'+ 20 o — ot + 2 () — f(1,0°))

L? L?
<Lz =o'+ o |z —2™| = (L+ ) e — 27|

L2
Donc ’hypothese de stabilité est vérifiée avec la constante L1 = L + -

1
2) Le schéma numérique explicite associé a F(t,z, h) est défini par h > 0, N = 7 Yo et :

Ynt+1 = Yn + hE(nh,yn, h),n =1,2..N

Il est d’ordre supérieur ou égal a 2 si et seulement si

w0y = Wt )
Or :
) ) )
a—l;:(t,x,h) 2[2 a{ (t+ h T+ - hf(t z)) + %a—i(t—l—Zh,x—l—ghf(t,x))f(t,x)}
bone OF 1.0 9 1
Ot 0) = 2 [ ) + 9L (1,0 (1, )] = 5 )
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3) En prenant f(¢t,z) = f(x), on calcule :

OF 1 df 3
ﬁ(t,x, h) = 5%@ + th(x))f(x)
O2F 3d?f, 3 2
D’Otl aQF 3d2f
TE (t, ,0)—§@( >(f( >)
Or :
X B df ) B d2f df 2 82F
W) = @) f (@), fP) =[5 @) f @) + (- (@) ] f (@) # 355 (t2,0)

Comme il n’y a pas égalité, le schéma n’est pas d’ordre supérieur ou égal a 3. Il est donc
bien d’ordre 2.

III

1) G(t, z, h) vérifie évidemment I’hypothese de consistence. Pour la stabilité, un calcul facile

montre que 'hypothese de stabilité est vérifiée avec la constante :
L 8L 8LLy 5L 5LLy 4L LI,

679 "3 T8 32
2) On applique la formule de quadrature de la question I 4) & la fonction f(¢,y(t)) sur
Uintervalle [t,t + h] :

%/t—i-h fu,y(u)) du = 1 /t+h ' () du = y(t+ h) — y(t)

h h

1 8 h h 5
=—=f(ty®)) + 5 ft+ Syt + ) + = f(t+hy(t+h)) + O
6 9 4 4 18
h
3) On applique la question IT 3) avec h et avec 1’ comme le schéma est d’ordre 2, on sait
que

et y, h) = y(t) — %(t +h)

ce qui implique bien les estimations demandées.

— F(t,y(t),h) = O(h?)

4) On calcule 7 en introduisant un terme intermédiaire :

_yt+h) —y(@)

nG(tvyv h) - h _G(t’y(t>’h)
_y(t) — ?}JL(H— h) [_%f(t,y(t))) n §f<t + %,y(H %)) + %f(t + h,y(t+h))]
g (VO + g I+ e+ D) + (e hyteo+ )
—[—%f(t,y(t)) + gf(t+ %,x+ ZF(t,y(t), %)) + %f(f+ hyx 4+ DE (8 y(1), h))]

La premiere ligne est un O(h?) par la question ITI 2) et les deux suivantes fournissent aussi
un O(h3) par la question III 3). Le schéma est donc bien d’ordre 3.
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1) a) Le polynéme caractéristique de la matrice A(t) est : det(A(t)—AI) = —(A—3t)*(\— ;)
Pour t = 1, A(t) posséde une valeur propore triple A\ = 3 et A(1) = 31.

1
Pour ¢t # 1, A(t) admet 3t comme racine double, associée aux vecteurs propres v; = 0
-1
0 1
etvo=11] et n comme racine simple, associée a v3 = | —1
0 2
La matrice A(t) est donc diagonalisable dans les 2 cas et
3t 0 0 1 0 1
Alt)=P 0 3t 0|P ' avec P= 0 1 -1
0o 0 2 -1 0 2
b) Comme A(t)A(s) = A(s)A(t) pour tous s,t €]0,+oc[, on a
¢ exp (2(t2 — 13)) 0 0
R(t,tg) = exp/ A(s)ds =P 0 exp (2(t2 — 1)) 0 p!
to 0 0 (%)3

2) On dérive par rapport a t la formule : R(t,t9)R(to,t) = I, ce qui donne
R'(t, to)R(to, t) + R(t,t0) R'(to,t) = 0
soit
R/(t()? t) = _R(tv tO)_lR/(t7 tO)R(t()? t) = _R(t()v t>R/(t7 t())R(th t)

Comme R(t,tp) est la résolvante de I’équation y'(t) = A(t)y(t), on a R'(t,tg) = A(t)R(t,to).
D’ou :
R'(to,t) = —R(to, t) A(t) R(t, to) R(to, t) = —R(to, t) A(t)

Finalement :
("R(to,t))" =! R'(to,t) = =" (R(to, t) A(t)) = =" A(t)" R(to, t)

De plus, R(to,tg) = I. Donc la fonction t —* R(tg,t) vérifie I'équation caractéristique de
la résolvante de 1’équation différentielle y'(t) = —*A(t)y(t). C’est donc bien la résolvante de
cette équation.

3) Le systéme a résoudre s’écrit y'(t) = —* A(t)y(t) et donc la solution s’écrit :
. Yo1
y(t) =" R(to,t) | Yoz
Yos



