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1) Les polynomes de bases sont

b@):§MM—2Hm@:—&®u—®@u+®@W):§M%+2%®m
pa(u) = (=) 2ul3u—2) — F(0)3(Bu—2)(Bu+2) + f(5)Zu(3u +2)

2) M :

» fu)du ~ f(—%)/1 §U(3U_2) du—f(0) /1 i(3u—2)(3u+2) du+f(§)/1 gu(3u+2) du
C’est a dire : . ; ) . s
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3) La méthode est d’ordre supérieur ou égal a 2 par construction. Or :
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fdu=0=(-2°+0+5(-3)°
/1u u 4( 3) + +4( 3)

Donc la méthode est d’ordre supérieur ou égal a 3.
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La méthode est donc d’ordre 3.

4) a) L’ordre de la méthode est impair et on a une symétrie des coefficients
et des points autour de 0. On sait que dans ce cas, le noyau de Peano est une
fonction paire.
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4
_<1Zt) s1§§t§1
(1+t)* 3, 2 3 . 2
= _Z(_g_t) 510§t§§
1+t)* 3, 2 1
:< —Z) —1(—§—t)3—§(_t)35i__§t<0



1+t 3,2 . 1. . 32 . 2
S 7 e _ (=) -2 - 1<t<-Z
T atg g gl sis g
2
c) 1l suffit de montrer que K(t) est positif sur [—1,0]. Or sur [—1,—5],
14t)? 2 1
K(t) = % > 0 et sur [—5,0], on vérifie que K (t) = t* 4+ 3t* + 5 > 0.
5) Comme K (t) est positif sur [—1,+1], on a :
B(f) = 5 fOBw — u) = o fYOG - o) = CF ()
24 24 5 27
1 7
avee &= 1o a7

6) Sur un intervalle [ty, to+h], par le changement de variable x = ¢+ 5 +u§,

on obtient la méthode :

h 1 3 5h

foth h 3
/to f(z)dx ~ §[Zf(to+6)+§f(0)+1f(t0+€)]

B(7) = Sh*F0()
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1) La consistance de F est évidente. Elle est stable avec la constante :

% + %(1 + %L) + % (1+ L(1+TL))
2)
Fh) = 5 )f (o4 51@) . 70 =121 (04 51@).
d’out

FI0) = S f@)f (2), F/(0) = 3 P (2),

G'(h) = f'(x + hf(z + hf(2)) [w + hf (z + hf(2))]
= f' (@ + hf(x+hf(@)) [f (z+hf(2) + hf(@)f (2 + hf(z))]
et, par un calcul analogue,
G"(h) = f" (@ +hf(@+hf@))[f (@+hf@) +hf(@)f (x+nhf(x))]

2



+f (x+ hf(z + hf(2) [2f (@) f (@ + hf(z)) + hf2 () f" (x + hf(z)]",
d’ou

G'(0) = f(z)f (x), G"(0) = f*(x) " (x) + 2f*(x) f(x).
3) On déduit de la question précédente la formule de Taylor

F(a.h) = f2) + 2 1) f @) + 1 [P0 @) + F@) @] + o),

)
(). n) = IO gy )
— 0+ by +
— (o) + IO 0) + 5 (PO 60+ Fu) 0] )+
= F0) + SO )+ [ wO) ) + ) )]

— () + SO 0) + 5 (PO 60+ Fa) (o] )+ = 0w

5) L’erreur de consistance est un O(h?) donc le schéma est d’ordre 3.
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1) La consistance est évidente. F} est stable avec la constante :

3 T 1 T 3 oT
-L(l+—-M)+-L(1+-M)+-L(1+—M
4 (+6 )+2 (+2 )+4 (+6 )

ou M est la constante de stabilité de la fonction F'.
2) a)

’y(t i h;z —ytt) gf <y(t + %)) - if <y(t+ g)) - gf (y(t + %))'
HEr (vt + ) = 3 (e + ) - 27 (e + )

_ (g ; (:c pG, h)) vy (x Fp h)) v (x + 2, h>)) |




La deuxiéme valeur absolue est inférieure & :

i (G w0 5) + 3o (v05) 0 )

D’apres la partie IT, cette expression est bien un O(h?)
b) Comme

M= 2 [ ) ds

on utilise la méthode de quadrature M de la partie I pour majorer la premiere
valeur absolue. On sait que 'erreur de cette méthode sur l'intervalle [t, ¢ + h]
est un O(h®). Donc, en divisant par h, on obtient bien aussi un O(h?).

c) Le schéma associé a Fy est d’ordre supérieur ou égal a 4. C’est donc un
meilleur schéma que celui qui est associé a F'.



