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I

1) La fonction f(z) = 2% + 2z + 1 est strictement croissante sur R car sa dérivée
f'(x) = 322 + 2 est strictement positive. Comme f est continue, qu’elle tend vers +oo
quand xr — +o0 et vers —oo quand z — —oo, elle admet une et une seule racine réelle.
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3) Comme f’(x) # 0 sur R, ¢ est bien définie sur R et () =z — flz) _ 2z
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4) La suite récurrente x,41 = ¢(x,) converge vers a lorsque zq est choisi dans un intervalle
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1) La fonction f est de classe C*° donc elle est localement lipschitzienne par rapport a
x et elle ne dépend pas de t. Donc par le théoreme de Cauchy Lipschitz, cette équation
différentielle admet une unique solution locale pour toute condition initiale y(0) = yo € R2.

2) La fonction U(z) = x7 + 23 + 2323 vérifie les conditions 1 et 2 du théoréme de Liapounov.
Vérifions la condition 3 :
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La fonction U est bien une fonction de Liapounov pour 1’équation différentielle considérée

et on en déduit I'existence d’une solution globale sur tout intervalle [0, 7] donc sur [0, +oo],
pour toute condition initiale.

3) Cette équation différentielle n’est pas de type gradient associée a la fonction U car

fx) # =VU(z).
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1) Pour que cette méthode soit d’ordre 2, il faut qu’elle soit exacte pour les polynémes de
degré inférieur ou égal a 2. Ceci donne 3 conditions :
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La solution de ce systeme est a = 37 b= —5 c=2.
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2) a) (M>) : / f(u)du ~ gf(O). C’est la méthode des rectangles qui est d’ordre 0.
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/ udu= -~ (1— a)g. Pour que la méthode soit d’ordre 1, il faut que a = 3
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/0 ud du = 61~ 337 — 73 La méthode n’est donc pas d’ordre 3 pour o = =3 elle est
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donc d’ordre exactement 2 dans ce cas et d’ordre 0 si o # 3

b) L’algorithme définissant la méthode de Runge Kutta définie par ce tableau s’écrit :
tna = tn,Yn,1 = Yn; Pt = f(tns Yn)
tn2 =tn + %hn, Yn,2 = Yn + %hnpn,lapn,Z = f(tn,2,Yn,2)
tn3 =tn + %hn, Yn,3 = Yn + hnlapns + (1 — @)pn2],Pns = f(tn,3,Un,3)
b1 = tn + oy Yngr = Yo + hnlapny +0pn o + cpn sl Prra = ftng1, Yntr)

c) Pour utiliser les résultats du cours, on reprend les notations du cours :
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q=3,c1=0,c0=,c3=-,a21 = -,a31 =a,a32=1—qa,by =a,by =b,b3 =c
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L’ordre de cette méthode est > 2 ssiz b;c; = =. Or, Z b;c; = —|— . Donc la méthode est
d’ordre > 2 ssi 2b + 3¢ = 3. -
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L’ordre de cette méthode est > 3 ssi de plus, Zbic,? = — et ZZb a; jc J =5 Or,
=1 =1 j=1
3 3 -1
Zbicf = —+ — et ZZb a; jc j = (1 — «). Donc la méthode est d’ordre > 3 ssi
=1 =1 j=1
3
4b+9c=12et ¢(l —a) = —.
2 2 1 1
La méthode est d’ordre supérieur ou égal a 3 ssi b = —3 c=2,a= 1 et donc aussi a = 3
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1) En utilisant les développements de Taylor suivants
PN P O (6)
fir = fikhf, + f f P g0l g0 I L og)
(4) 5, I e 5
fiz1 = fi £Rf; + f fi + ﬂfi +O(h”)
nous obtenons . .
fiv1 + ficr —2fi v+afi +Bf +vfii1 =

fi B2+ at B+~] +hf o -]+ £ [(h1/12) + (B2/2)(a +7)] + £ [(h3/6)(a — )]
+ £ [(15/360) + (h*/24)(a+ 7)] + O(K®)

Pour que le schéma soit d’ordre au moins 3, il faut annuler les termes devant les dérivées

" f(4) Nous obtenons le systéme linéaire suivant de 3 équations a 3

successives f!", fI”,

inconnues :
Wra+pB+y=0
a—7=0
(n*/12) + (h*/2)(a +7) =0
qui a une solution unique : @ = vy = —h2/12, 6= —5h2/6.

2) Pour ces valeurs de «, 3,7, on voit que le terme en h3 disparait, mais pas celui en h? .
Ce schéma est donc d’ordre 4.



