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TD2 : CONVEXITE

Exercice 1 — On considere les sous-ensembles de R? suivants

1. A={(z,y) eR*z >0,y >0,z +y < 1},

2. B={(z,y) € R?|lzy > 0},

3. C={(x,y) € R*lz >0 ouy > 0},

4. D={(v,y) eR?y <0,y >,

5. E={(x,y) € R*|z?> + 4y* < 4, 3x + 3y + 1 > 0},
6. F'={(z,y) e R¥z*+4y* >4, 3x+3y+1>0}.

Représenter graphiquement chacun de ces ensembles et dire s’il est convexe
ou pas.

Exercice 2 — Etudier la convexité ou la concavité de chacune des fonctions
o filz,y) =2+ y*+22 —xy— 22— Y2
o fo(x,y,z) =zlogx +ylogy + zlog 2.
o f3(x,y) = x(x + v?).

(

o fi(z,y) = log(wy).

Exercice 3 — Soient n € N* et oy, ..., a,, des constantes strictement positives.
Etudier la concavité de la fonction

z;
flzy, .y xy) = lrgglnoé—z.



Exercice 4 — Soit A une matrice carrée et symétrique de taille n x n. On
considere la forme quadratique sur R”

1
f(X) = 5XTAX +BTX +¢,

pour tout X = (zy,....,z,)" € R™. Ici B = (by,....,b,)" € R" et ¢ € R (on
convient de représenter les vecteurs de R™, qui sont a priori des n-uplets, par
leur vecteurs coordonnées qui sont des matrices n x 1).

1. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que f soit convexe.

2. Donner une condition nécéssaire et suffisante pour que f soit stricte-
ment convexe.

Exercice 5 — On considere la fonction f de R dans R définie par

flan, ..

—(x1..x,)Y™ sizg > 0.1, >0,
7xn> == .
+0o0 sinon.

Etudier la convexité de f.

Exercice 6 — Soit E un espace vectoriel de dimension finie doté d’une norme
ll.]l. Soit A un sous-ensemble fermé non vide de E. Montrer que A est
convexe si et seulement si la fonction distance par rapport a A est convexe.
On rappelle que cette derniere est définie par

Vo € B, da(x) = inf |lo —yl|.



