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Introduction

Ce polycopié est issu d'un cours-TD de mathématiques générales pour la
biologie enseigné en premiere année de licence & 1’Université de Versailles Saint-
Quentin-en-Yvelines de 2013 a 2015.

La finalité de ce module est la modélisation et la compréhension de certains
phénomenes physiques, chimiques et surtout biologiques, ce qui permet de mon-
trer Iapplication des mathématiques a d’autres disciplines. Les chapitres ont
pour but de donner quelques méthodes classiques, ils sont constitués du mi-
nimum de théorie nécessaire, sans démonstration. Chaque chapitre est accom-
pagné d’'un ensemble de problemes d’applications, hormis le premier chapitre de
révisions. Les exercices de TD ne sont toutefois pas inclus dans ce document.

Les themes abordés sont les fonctions usuelles, les équations différentielles,
les suites numériques et les matrices. Les probabilités et les statistiques ap-
pliquées a la biologie faisant I'objet d’un second module d’enseignement, elles
ne sont pas traitées ici.

Les prérequis nécessaires pour aborder ce cours de premiere année de licence
de biologie sont, outre la pratique de calculs élémentaires, la connaissance des
fonctions de référence et la résolution d’équations du second degré.
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Chapitre 1

Révisions sur les fonctions

Objectifs :

— Rappeler I'essentiel sur les limites et la dérivation.

— Enoncer les propriétés des fonctions sinus et cosinus.

— Enoncer les propriétés des fonctions In et exp.

— Introduire le logarithme et ’exponentielle décimaux.

— Savoir manipuler ces fonctions dans les calculs et mener des études de
fonctions.

1.1 Limites

Définitions. On considére une fonction f: R — R.
— Limite en 400 :
— On dit que f a pour limite 400 en 400, et on note liT f(x) = 400,
Tr—r+00

lorsque pour tout A > 0, il existe un réel z 4 tel que f(z) > A pour
tout x > x4;
— On dit que f a pour limite [ en +oo, et on note lim f(z) = I,
r——+o0

lorsque pour tout & > 0, il existe un réel z. tel que |f(z) —1I| < € pour
tout © > w.;
— On dit que f a pour limite —oco en 400, et on note lim f(z) = —oo,
r—r+00

lorsque pour tout A > 0, il existe un réel z 4 tel que f(z) < —A pour
tout * > x 4.

— De méme, on peut introduire les limites en —oo, notées lim f(z), en
Tr—r— 00

étudiant f(z) lorsque z tend vers —oo.

— Enfin, on peut aussi introduire les limites en un réel a, notées lim f(x),
r—a

en étudiant f(x) lorsque x tend vers a.

Remarque. Certaines fonctions n’ont pas forcément de limite en un point
donné et il est parfois possible de parler de limite a gauche et de limite a droite.

Propriété. Les limites usuelles sont regroupées dans le tableau ci-dessous :



En—oco | En 0~ | En 0t | En +00

x —00 +00
x? +00 +00
VT 0t +o00

1

- 0~ —00 +00 ot
In(z) —00 +o0

e” ot +o00

Propriétés.
— Si f et g admettent une limite, alors f + g admet une limite pour chaque
cas décrit par le tableau ci-dessous :

Lir(rilite
e
Limite I v +oo | =0
de f
l 14+ | 400 | —00
+00 +oo | +o0 | F.IL
—00 - | FI | —>

— Si f et g admettent une limite, alors f x g admet une limite pour chaque
cas décrit par le tableau ci-dessous :

Limite

L~ Y9 v >0 r<o] 0 | 40| -0

de f
>0 IxU | Ixl 0 400 | —00
<0 IxU | IxU 0 —00 | 400
0 0 0 0 FI | F.L
400 400 —oo | FIL | 400 | —0c0
—00 —00 400 | FII. | —0c0 | 400

— Si f et g admettent une limite, alors i admet une limite pour chaque

cas décrit par le tableau ci-dessous :

Limite
de g + _
de f
>0 v ' | 400 | —o0 | 0T | 0™
<0 v ' | —o0o | 400 | 07 | 0T
0" 0" 0~ FI | F.I. | 0T 0~
0~ 0~ 0* FI | FI | 0™ 0*
+00 400 —00 | 400 | —oo | F.I. | F.L
—00 —00 400 | —oo | +oo | F.I. | F.I.
— Si :ll_r)r(lz flz)="0bet ;gr})g(y) = ¢, alors g}l_rgg(f(a;)) =c
Remarque. Il y a quatre formes indéterminées (F.I.) :
00
<«<oo—00>, <0xoo>» <=> <—>
0 00



Les limites usuelles, ainsi que les propriétés opératoires ci-dessus, permettent
de calculer de nombreuses limites.

Exemples.
1
— On g’intéresse a la limite lim —.
x—0 \/E

Quand x — 0, /7 tend vers 0%, donc

lim — = +o0 .
z—0 x

1
— On s’intéresse a la limite lim <1 — >

T——00 T

Quand z — —oo, — tend vers 0, donc
x

lim (1 — 1> =1.
T——00 T

2

— On s’intéresse & la limite lim .
z—+oo 1 + 12

Quand 2 — 400, 22 tend vers +oo et 1 + 22 tend aussi vers +oo. On

. .12 . o) .

obtient donc une forme indéterminée (du type <« — »). Il est toutefois

possible de calculer la limite en transformant I’expression.

1.2 Dérivation

Définition. Soient f une fonction définie sur un intervalle I et a € I. On
dit que f est dérivable en a si la limite

g {a+1) = 1)
h—0 h

existe et est finie. Cette limite est alors appelée nombre dérivé de f en a et notée

f'(a).

Le nombre dérivé a une interprétation graphique : f’(a) est le coefficient
directeur de la tangente & la courbe représentative de f au point d’abscisse a.

Définition. La dérivée de f, notée f’, est la fonction qui & tout = associe le
nombre dérivé f'(x).

Propriété. On donne ci-dessous les dérivées des fonctions usuelles.

Intervalle f(x) f(x)

R k 0 kEeR

R " nz"1 | neN*

10; +00[ ou | — o0; 0] " nz" 1l | neZ
0; +o0[ ou | — o0 1 L
10; ’ x x2




]0; +o0]

10; +o00]

E

S
S—

| o

@ 9 I

:sfﬁiﬁ\»—kmgi%»—

& 3

Propriété. Soient f et g deux fonctions dérivables sur un méme intervalle
I. On peut calculer les dérivées de certaines fonctions s’exprimant a l'aide de f

et g.
Expression de la fonction | Expression de la dérivée
f(x) +g(x) f'(x) +9'(x)

Af(x) A () AeR

f(@)g(2) f(@)g(x) + f(x)g'(x)
f(@)" nf@f@ 1 [ new
ﬁ —jl(;)l g ne s’annule pas sur
Z;E;:)) f/(x)g(x;(;)]; ©)g (z) g ne s’annule pas sur

flg(@)) 9'(@)f"(g(x))

Les dérivées usuelles, ainsi que les propriétés opératoires ci-dessus, per-
mettent de calculer de nombreuses dérivées.

Exemples.

— La fonction f : x +— 322 + /= est dérivable sur |0; +oo[ et pour tout

x €]0; +o00],

() =3 x (2z) +

— Lafonction g : . — ———

1
2z

x4+

—2x

g'(z) = m

1

=6x+ ——.

2V

est dérivable sur R et pour tout z € R,

La dérivée est principalement utilisée pour les études de variations.

Théoréme.

— Si f’ est positive sur I, alors f est croissante sur 1.

— Si f’ est strictement positive sur I (sauf éventuellement en un point ot
f! s’annule), alors f est strictement croissante sur I.

— Si f’ est négative sur I, alors f est décroissante sur I.

— Si f’ est strictement négative sur I (sauf éventuellement en un point o
f! s’annule), alors f est strictement décroissante sur 1.

— Si f’ est nulle sur I, alors f est constante sur I.




Exemple. La dérivée de la fonction f:z— 2?2 —x —1est f' :x— 22 — 1.

1
La fonction f’ est négative sur I'intervalle ]—oo; 2} et positive sur 'intervalle

1 1
[2;+oo [ La fonction f est donc décroissante sur l'intervalle }oo; 2} puis

1
croissante sur l'intervalle {2;4—00 [ On peut construire son tableau de varia-

tions :
z —0 % +0o0
1 (z) - 0 +
+00 +00
f(@) \ - /
4

1.3 Fonctions sinus et cosinus

Définitions. On considére un repere orthonormé direct du plan (O; 07 ; 07 )
et le cercle C de centre O et de rayon 1. Soit z € R. On note M le point de C
tel que la mesure en radians de I'angle orienté (5? ; OM ) soit égale a x.
Le cosinus de x, noté cos(zx), est Pabscisse du point M et le sinus de x, noté
sin(z), est 'ordonnée du point x.
Les fonctions cosinus et sinus sont définies respectivement par cos : x +— cos(x)
et sin : 2 — sin(z).




Propriétés.
— Valeurs particulieres :

R

6 4 3 |2
1 \/i \/g

i o = | X2 Y2
sin(x) 5 5 5
\/§ \/i 1

1| Y2 YE 2
cos(x) 5 5 5

— Pour tout x € R, on a

sin(—z) = —sin(x), cos(—x) = cos(x),
sin(z + 27) = sin(z), cos(z + 27 ) os(x),
sin(z + 7) = —sin(z), cos(z + 7) = — cos(z),
sin(m — ) = sin(z), cos(m —x) = — cos(:v) .

Remarque. Toutes ces formules peuvent étre retrouvées graphiquement

a I’aide du cercle trigonométrique.
— Pour tout z € R, cos(x)? + sin(x)? = 1.
— Pour tous a,b € R, on a

sin(a 4 b) = sin(a) cos(b) + sin(b) cos(a),
cos(a + b) = cos(a) cos(b) — sin(a) sin(b) .

Ezemple. Pour tout x € R, sin(2x) = 2sin(x) cos(x).
— Les fonctions sin et cos sont continues et dérivables sur R.
— Pour tout z € R, sin’(z) = cos(z) et cos’(z) = — sin(x).

— Si f est une fonction dérivable, alors la dérivée de la fonction =z
sin(f(x)) est x — f/'(z)cos(f(x)). De méme, la dérivée de la fonction

x> cos(f(x)) est z — —f'(x)sin(f(x)).

Ezemple. La dérivée de x +— cos(3z) sur R est x — —3sin(3z).
— Pour tout x € R, on a —1 <sin(z) <1 et —1 < cos(z) < 1.
— Soient z,y € R. On a :

sin(z) = sin(y) < il existe k € Z tel que z =y + 2k

ou il existe k € Z tel que x =7 — y + 2km,
cos(xz) = cos(y) < ilexiste k € Z tel que x =y + 2knw

ou il existe k € Z tel que x = —y + 2k7.

Ezemple. On veut résoudre ’équation sin(2z) = - En remarquant

V2 o
que — = sin (Z)’ on a

2
V2

sin(2x) = -5 © il existe k € Z tel que 2z = Z + 2km

ou il existe k € Z tel que 2z = ??TW + 2km



& ilexistekeZtelquex:g+k7r

3
ou il existe k € Z tel que x = §7T+k:7r.

2
L’ensemble des solutions de sin(2x) = —— est donc

T 3T
3:{§+lm, keZ}U{8+kw, k:eZ}.

Représentations graphiques.

0

1.4 Fonction logarithme népérien

Définition. La fonction logarithme népérien, notée In, est 'unique fonction

définie sur |0; +oo[ dont la dérivée est x — — et qui s’annule en 1.
x

Propriétés.
— Onaln(l) =0.
— La fonction In est continue et dérivable sur ]0; 4+o0l.
1
— Pour tout z €]0; +oo|, In'(z) = —.
x
— Si f est une fonction dérivable et & valeurs dans ]0; +oo|, alors la dérivée
f'(=)
f(x)

Ezemple. La dérivée de z + In(1 + 22) sur R est x —

de la fonction z — In(f(x)) est z —

1+a2

— La fonction In est strictement croissante sur |0; +-00[. Ainsi,
V,y €]0;+oo], =<y < In(z) <ln(y).

— La fonction In est une bijection de |0; +oo[ sur R. Autrement dit, tout
x € R admet un unique antécédent dans |0; +oo[ par la fonction In.
— Pour tous z,y €]0; +00[ et pour tout n € N, on a :

In(zy) = In(z) + In(y), In(z") =nln(z),

In (i) = —In(z), In (;) = In(z) — In(y)..

lim In(z) = —oo, lim In(z) = +o0.
z—0t r—+00

— On a:

10



(Théoreme des croissances comparées) Soient & > 0et §>0. On a :

1 «
lim (In) =0, lim 2%(nz)’ =0.

z>too P z—0t

Pour tout x €]0; +o00[, on a In(z) < z — 1.

Représentation graphique.

1.5

3

o
N
w
IS
o
>
~
®
©

Fonction exponentielle népérienne

Définition. La fonction exponentielle népérienne, notée exp, est I'unique
fonction f dérivable sur R telle que f/ = f et f(0) = 1.
On note e la valeur exp(1) = 2,71828 (appelé nombre d’Euler, ou constante de
Néper) et on note e* = exp(z) pour tout réel x.

Propriétés.

On a exp(0) = 1.

La fonction exp est continue et dérivable sur R.

Pour tout x € R, exp’(x) = exp(x).

Si f est une fonction dérivable, alors la dérivée de la fonction = —

exp(f(z)) est z — f'(x) exp(f(x)).

Ezemple. La dérivée de x — eV® sur |0; +-00[ est = — eve,

1
2z
La fonction exp est strictement croissante sur R. Ainsi,

Ve,ye R, z<yse® <ev.

La fonction exp est une bijection de R sur ]0; 400[. Autrement dit, tout
x €]0; +o00[ admet un unique antécédent dans R par la fonction exp et
tout = €] — 00; 0] n’admet aucun antécédent dans R par la fonction exp.
Les fonctions In et exp sont réciproques 'une de 'autre. Autrement dit,

Yz €]0; +oo], @ =g, Vr € R, In(e*) ==,

Vr € R, Vy €]0;+oc], z=In(y) & y=c¢".

En particulier, In(e) = 1, In(e?) = 2, e™®) = 2, etc.

11



— Pour tous z,y € R et pour tout n € N, on a :

T+y T Yy nT T\N —x 1 T—y e’
efTY =€ ¥, e =(e")", e T=—, 7YV=—.
e’ ey
— On a:
lim e® = +o0, lim e* =07,
r—+o0 T——00

— (Théoreme des croissances comparées) Soient o > 0et §>0. On a :

lim ) =400, lim z%e")? =0.
r—+0o0 xﬁ T——00

— Pour tout z € R, on a e® > x + 1.

Représentation graphique. En repére orthonormé, les courbes représentatives
de In et exp sont symétriques par rapport a la droite d’équation y = .

o

exp /

IS

AN

In

AN

)

1.6 Fonctions logarithme et exponentielle décimaux

Définition. La fonction logarithme décimal, notée log, est la fonction définie
sur ]0; +o0[ par :
In(z)
1 = .
°8(*) = 1170)

En particulier, log(1) = 0, log(10) = 1, log(100) = 2 etc.

Définition. La fonction exponentielle décimale, notée exp,,, est la fonction
définie sur R par :
eXplo(l‘) _ ex.ln(lO) i
En particulier, exp;(0) = 1, expo(1) = 10, exp;o(—1) = 0,1 etc.
On note 107 = exp;o(z) pour tout réel x.

Propriétés. Les fonctions log et exp,, ont des propriétés similaires & celles

des fonctions In et exp. Voici les principales propriétés dont on aura besoin en
exercice.

12



— La fonction log est strictement croissante sur ]0; +o00].
— La fonction exp,, est strictement croissante sur R.
— Les fonctions log et exp,;, sont réciproques l'une de l'autre. Autrement
dit,
Vi €]0; +oo[, 108 = g, vz € R, log(10%) =z,

Vz € R, Yy €]0; +o0[, = =1log(y) < y=10".

— Pour tous z,y €]0; +00[ et pour tout n € N, on a :

log(zy) = log(z) + log(y), log(z") = nlog(x),

1
log <) = —log(z), log (z) = log(z) — log(y) .
z Y
— Pour tous x,y € R et pour tout n € N, on a :

10*1tY = 10%.10¥, 10™* = (10")", 107* = N 10°7Y = 10° .
’ ’ 10%’ 10¥

13



Chapitre 2

Equations différentielles

Objectifs :

— Résoudre des équations différentielles linéaires du premier ordre.
— Résoudre des équations différentielles linéaires du second ordre homogenes

et a coefficients constants.

— Résoudre des équations différentielles par changement de fonction.
— Modéliser certains phénomeénes par des équations différentielles.

2.1 Rappels sur les primitives

Définition. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On appelle pri-

mitive de f sur I toute fonction F' dérivable sur I telle que F’ = f.

Propriété. On suppose que f admet une primitive Fy sur I. Alors l'en-
semble des primitives de f sur I est I’ensemble des fonctions de la forme F' :

x— Fo(x) +k, k eR.

Exemple. L’ensemble des primitives sur R de z — 32 est {F :

R — R
x = 34k’

Remarque. Toute fonction continue sur I admet des primitives sur 1.

Propriété. On donne ci-dessous des primitives des fonctions usuelles.

Intervalle f(z) F(x)
R 0 k keR
R 1 T
n+1
R | Z— |neN
n+1
N $n+1 z .
10; +o0] ou | — o0; 0] :rl 31 | "€ \{-1}
10; +o0] @ 2Vx
]0; +00[ ou | — o0; 0] - In |z|
R e’ e’

kER}.



sin(z) | — cos()
] s

Propriété. Soient f et g deux fonctions dérivables sur un méme intervalle
I. On peut calculer des primitives de certaines fonctions s’exprimant a l'aide de
f et g (on reconnait & chaque fois la formule d’une dérivée).

Expression de la fonction | Expression d’une primitive
f'(x) +9'(x) f(z) +9(x)
Af(x) Af(x) AeR
f(@)g(x) + f(x)g'(x) f(x)g(x)
nf'(z)f(z)" ! f(x)" neN
~g@) b annul I
()2 o) g ne s’annule pas sur
/ (m)g(a:;(;)g 2)g'(@) gg) g ne s’annule pas sur I
9'(z)f'(9(z)) fly(x))

Remarque. En particulier, une primitive de f’ef est e/, et une primitive
!/

de f7 est In |f].

2.2 Vocabulaire usuel

Définition. Une équation différentielle est une équation dont I’inconnue est
une fonction = — y(z), et qui relie y, ses dérivées et la variable z.

Exemples. ¢/ = y2, 3y’ —y = 0, y" = 6z sont des équations différentielles.

La fonction  — —— est une solution de ’équation différentielle 3’ = y2.
x

Les équations différentielles permettent de modéliser de nombreux phénomeénes
naturels : elles interviennent en électricité (circuit RLC), en mécanique (chute
d’un objet sous l'effet de la gravité), en thermodynamique, en cinétique chi-
mique, en biologie (croissance d’individus ou de populations) etc...

Il est donc intéressant de savoir résoudre une équation différentielle. On verra
dans ce chapitre des méthodes pour en résoudre certains types.

Définition. Résoudre une équation différentielle sur un intervalle I consiste
a chercher toutes les solutions de cette équation définies sur I et a valeurs réelles.

Remarque. Lorsqu’on résoudra une équation différentielle (E), on écrira :

L’ensemble des solutions de (E) est Sg = {......}
ou
y est solution de (E) < ......

15



Définitions. On appelle condition initiale une condition de la forme y(zg) =

Yo-
On appelle probleme de Cauchy un systéeme constitué d’une équation différentielle

du premier ordre et d’une condition initiale.

Exemple. On considere le probleme de Cauchy

{(E):y’=y
y(0) =1

La fonction exponentielle est une solution de ce probleme de Cauchy (c’est sa
définition). En fait, c’est méme la seule solution (d’apres le corollaire du para-
graphe 2.4.1).

2.3 Equations différentielles a variables séparées

Définition. Une équation différentielle a variables séparées est une équation
différentielle de la forme f(y,v/,...) = g(x).

On peut résoudre certaines de ces équations grace a un simple calcul de pri-
mitive.

Exemples.

— Soit (F) : ¥’ = 2z. L’ensemble des solutions de (E) est S = {z —
22 +k, k€ R}.

— On souhaite déterminer les solutions de (E) : ¥’ + 22%y? = 0 qui ne s’an-
nulent pas.
Soit y une fonction ne s’annulant pas sur un intervalle 1.

/
y est solution de (E) & Vaxel, — y(@) =2
)

1 1
& ilexiste k€RtelqueVe €I, — = —23 + k

y(x) 3

< ilexiste k € R tel que Vo € I, y(z) =
x

2.4 Equations différentielles linéaires d’ordre 1

Définitions. Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une
équation différentielle de la forme

(B) : a(z)y’ +b(x)y = c(z)

ou a, b, ¢ sont trois fonctions continues sur un intervalle I & valeurs dans R et a
n’est pas la fonction nulle.
L’équation homogene associée a (E) est 'équation différentielle

(H) : a(z)y’ +b(x)y=0.

Le second membre de I’équation (F) est la fonction c.

16



2.4.1 Résolution d’une équation homogene

Théoréme. On suppose que la fonction a ne s’annule pas sur I. L’ensemble
des solutions de (H) est

I — R
SH:{y T keiF(m) 5 kER}

b
ou F' est une primitive sur I de la fonction —.
a

5
Exemple. Soit (H) : 2y’ + 5y = 0. Iei, on a I = R et —% = 30 on

)
5
peut donc choisir F(z) = 2% L’ensemble des solutions de (H) est donc S =

R — R
{y T N k675w/2 5 kER}

Corollaire. On suppose que la fonction a ne s’annule pas sur I. Tout
probléeme de Cauchy pour I’équation (H) admet une unique solution.

Exemple. On considere le probleme de Cauchy

{ (B):y —2zy=0
y(0) =2

D’apres le corollaire ci-dessus, on sait qu’il existe une unique solution. De plus,
I'équation (E) est homogene et une primitive de z + —2z est @ > —x2.
D’apres le théoréme précédent, ensemble des solutions de (F) est donc & =

R — R
: 2 k R .
{y x = ke¥ '’ < }

La solution recherchée correspond a k tel que keO” = 2, c’est-a-dire k = 2.
- R

La solution du probléme de Cauchy est donc vy : oy et
e

2.4.2 Résolution d’une équation avec second membre

Théoréme. On suppose qu’on connait une solution y, de (E). L’ensemble
des solutions de (FE) est alors

S={y:z—yn(@)+y(z), yu € Su}

Autrement dit, les solutions de (E) sont les fonctions s’écrivant comme somme
d’une solution de (H) et d’une solution particuliere de (E).

Corollaire. On suppose que la fonction a ne s’annule pas sur I. Tout
probléeme de Cauchy pour I’équation (E) admet une unique solution.

On a vu dans le paragraphe précédent comment déterminer les solutions de
(H). Pour résoudre (E), il s’agit désormais d’obtenir une solution particuliere.

Lorsqu’aucune solution particuliere n’est proposée, on utilise 'une des deux
méthodes suivantes :
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— il existe une solution particuliere évidente (fonction constante ou ayant
une expression simple) : on vérifie qu’elle est bien solution et on a ter-
miné;

— on pense qu’il existe une solution particuliere d’une certaine forme : on re-
cherche une solution de la forme souhaitée en introduisant des parametres
a calculer.

Exemples.
— On considere le probleme de Cauchy

{ (E):y +y=2
y(0) =1

D’apres le corollaire ci-dessus, il existe une unique solution.

L’équation homogene associée a (F) est (H) : y' +y = 0. L’ensemble de

. R - R
ses solutions est Sp =<y : v s ket ke R}.
Ensuite, la fonction y, :  — 2 est une solution évidente de (E).
) . ) R = R
L’ensemble des solutions de (E) est donc S = {y D r s ket 420 ke R}.
La solution recherchée correspond a k tel que ke® + 2 = 1, c’est-a-dire
k=-1.
. R — R
La solution du probleme de Cauchy est donc y : Ly 9T

— Soit (F) : 2y’ — 4y = 2z — 3.

L’équation homogene associée & (F) est (H) : 2y’ — 4y = 0. L’ensemble
R - R
RN thkGR-
On ne voit pas de solution évidente et on peut penser qu’il existe une
solution particuliere de (E) de la forme z — ax + 8.
Soient alors «, 8 € R, on note y : x — ax + .

y est solution de (E) & VzeR,2a—4(ax+p)=2c—-3
& VeeR, ~dax+ 2a—4p8) =2 -3

de ses solutions est Sy =<y :

o —4da =2
20 — 48 = -3
1
a=—z
PN 2
g1
Une solution particuliere de (E) est donc y, :  — —3% + 7
. , . R — R
Finalement, ’ensemble des solutions de (E) est S = q y : 0w 1 1, keRS.
T = ke —3r+3

2.5 Equations différentielles linéaires d’ordre 2
homogenes et a coefficients constants

Définitions. Une équation différentielle linéaire du second ordre homogene
et a coefficients constants est une équation différentielle de la forme

(E) : ay”(z) + by (x) + cy(z) = 0
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ol a, b, c sont trois réels et a # 0.
L’équation caractéristique de (F) est I’équation du second degré

ar’+br+c¢=0.

Théoréme. On note A le discriminant de 1’équation caractéristique.
— Si A > 0, alors I’équation caractéristique a deux solutions r; et ro et
Pensemble des solutions de (F) est

R — R
S_ {y ' x — k16r1m+k267’21 ) klakQ S R} .

— Si A = 0, alors I’'équation caractéristique a une unique solution r; et
Pensemble des solutions de (F) est

R — R
S:{y- M (klirkz)enkal’kQER}_

— Si A <0, alors I’ensemble des solutions de (E) est

R — R

S=qY: A (k1 cos( 2“(333) + kg sin ( 3@3@)) » ko ke €R

Exemples.

— Soit (E) : y”’ — 5y’ +4y = 0. Le discriminant de ’équation caractéristique
r2—5r+4=0est A =9 >0, et ses racines sont 1 et 4. L’ensemble des
solutions de (E) est donc § = {y : IS : ket —Hfl{?264$ , ki,ko € R}.

— Soit (E) : 2y” +2y'+y = 0. Le discriminant de ’équation caractéristique
2r2 +2r +1 =0 est A = —4 < 0. L’ensemble des solutions de (E) est
donc

R — R
S{y. T oo eTd (k1COS(§)+/€QSin(’2”))’klakzéR}_

2.6 Changement de fonction

Pour certaines équations différentielles dont on ne connait pas a priori les so-
lutions, un changement de fonction peut permettre de se ramener a une équation
différentielle qu’on sait résoudre.

Exemple. On va résoudre (E) : y' + 2y — yIn(y) = 0 en effectuant le chan-
gement de fonction z = In(y).
Soit y une fonction & valeurs strictement positives. On pose z = In(y), on a donc
y = €.
y est solution de (E) < €7 est solution de (E)
& ZeF 42 —efz=0
& zest solution de (E') : 2/ — 2z = —2.
L’équation homogene associée & (E') est (H') : 2/ — z = 0. L’ensemble de ses
R —- R

solutions est Spr = { v s ket ke R}.
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De plus, la fonction constante = — 2 est une solution particuliere de (E’).
R — R
) 3 ! _
L’ensemble des solutions de (E’) est donc Sgr = { . Jet 42 ke R}.

Donc :
y est solution de (E) < il existe k € R tel que Vx € R, z(x) = ke” + 2

& il existe k € R tel que Vo € R, y(z) = eFe 2.

2.7 Annexe : Eléments pour la modélisation de
phénomenes

Dans certains exercices, il est demandé de déterminer une équation différentielle
traduisant un phénomene. Il faut donc étre capable de traduire un énoncé en
équation et vice-versa.
Voici quelques éléments pour ce genre d’exercices.
— En général, une vitesse ou une variation correspond a une dérivée.
— Dire qu’une grandeur y est en croissance exponentielle de taux k, ou
dire que la variation de y est proportionnelle a y, signifie que y vérifie :
Yy = ky.

— Dans certaines situations, il est possible de déterminer le signe de la
constante k, par exemple, dans un modele de croissance de population,
onak > 0.

Exemple. On injecte un médicament dans le sang d’un patient. On suppose
que la variation de la concentration C(¢) du médicament a 'instant ¢ est propor-
tionnelle & I’écart entre cette concentration et la concentration maximale Cpyax.
L’équation différentielle régissant ce phénomene est : C'(t) = k(C(t) — Crax)
avec k < 0.

20



Chapitre 3

Suites numériques

Objectifs :

— Rappeler les généralités sur 'étude des suites (variations, comportement
asymptotique).

— Etudier des suites arithmétiques, géométriques, arithmético-géométriques.

— Raisonner par récurrence.

— Etudier des suites récurrentes d’ordre 1.

— Modéliser certains phénomenes par des suites.

3.1 Vocabulaire usuel

3.1.1 Suite réelle

Définition. Une suite réelle est une famille de nombres réels, indexée par
des entiers.
On utilise la notation (4y)n>n,, Un est appelé le terme d’indice n de la suite,
ng est le rang a partir duquel la suite est définie.

On rencontrera principalement deux types de suites :

1
— celles ol u,, est défini explicitement en fonction de n (exemple : u,, = —),
n

— celles ol u,, est défini par une relation de récurrence et des termes initiaux
(exemple : u,11 = 2+ uy, avec ug = 1).
Les techniques pour étudier ces suites sont assez différentes.

Remarque. Dans la suite, on considere des suites réelles indexées par N, et
on notera simplement (u,) pour (4 )neN-

3.1.2 Suite monotone

Définitions. Soit (u,) une suite réelle. On dit que :

— (un) est croissante lorsque pour tout n € N, u,, < wpyq,

— (un) est strictement croissante lorsque pour tout n € N, u,, < up41,
— (uy,) est décroissante lorsque pour tout n € N, w, > w1,
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— (uy,) est strictement décroissante lorsque pour tout n € N, w,, > 1.

Exemples.

— Soit (u,) la suite définie par : ¥n € N, u,, = n? + 1.
Pour tout n € N, on a up11 —u, = (n+1)2 —=n? =2n+1 > 0 donc la
suite (u,,) est strictement croissante.

— La suite de terme général (—1)" n’est pas monotone, car ses termes valent
alternativement —1 et 1.

3.1.3 Suite bornée

Définitions. Soit (u,) une suite réelle. On dit que :

— (uy) est majorée lorsqu’il existe un réel M tel que pour tout n € N,
u, <M,

— (uy) est minorée lorsqu’il existe un réel m tel que pour tout n € N,
m < U,

— (up) est bornée lorsqu’elle est & la fois minorée et majorée. Cela re-
vient a dire qu’il existe deux réels m et M tels que pour tout n € N,
m < u, < M, ou encore a dire qu’il existe un réel M tel que pour tout
neN, |u,| <M.

Exemple. On va étudier les variations et la bornitude de la suite de terme

‘néral 2n2 +1
énéral u, = ———.
& n?+5
L ) 222 +1
Pour cela, on étudie la fonction f: z +— P15 car u, = f(n).
x

La fonction f est dérivable sur [0; +00[, et pour tout € [0; +o0[, on a

4r(x? +5) — (222 +1)2x 18z
"(x) = = >0.
f() (% 1 5)2 (@ +5)2 =
1 2+ 1/2?
De plus, f(0) = 5 et quand z — +oo, f(z) = 1:::4; tend vers 2. On en

déduit le tableau de variations de f.

o

1
On en déduit que la suite (u, ) est croissante et qu’elle est bornée entre 3 et 2.
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3.2 Comportement asymptotique des suites réelles

3.2.1 Définitions

Définition. Soient (u,) une suite réelle et I € R. On dit que (u,) converge
de limite [ lorsque pour tout € > 0, il existe un rang a partir duquel on a tou-
jours |u, — | < &, ou de maniere équivalente, | — e < u,, < [+ e. On appelle
alors [ la limite de la suite (uy,).

Définition. Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) admet une limite
égale & 400 (resp. —oo) lorsque pour tout A € R, il existe un rang & partir
duquel on a toujours u, > A (resp. u, < A).

Remarques.

— La notion de limite pour les suites est proche de celle pour les fonctions.

— 1l est possible qu'une suite n’admette pas de limite !

— Chercher la limite de (u,) revient & considérer u,, et & faire tendre n vers
+0o0.

Propriétés. Comportement asymptotique des suites usuelles :
— Les suites de terme général n, n2, n?, ..., v/n, In(n), e* admettent une

limite égale a +oo.
1 1 1 1
— Les suites de terme général —, —, —, ..., — admettent une limite
n

n?’ n3” 77 \/n

admet une limite égale a +00 si ¢ > 1
— La suite de terme général ¢" { admet une limite égale a 0si —1 < g <1 .
n’admet pas de limite si ¢ < —1
— Les suites de terme général (—1)", cos(n), sin(n) n’admettent pas de li-
mite.

égale a 0.

3.2.2 Opérations sur les limites

Les regles opératoires sont exactement les mémes que pour les limites de
fonctions. On rappelle qu’il y a quatre formes indéterminées : < 0o — 00 >
0

00
<«0Xxo00>» ,<=>et<— >
0 00
Exemples.
— La suite de terme général —2n> + 1 admet une limite égale & —oo.
2
n
— La suite de terme général ——— converge de limite 2.
n%+5

3.2.3 Utilisation des inégalités

Pour étudier le comportement asymptotique d’une suite, il peut étre judi-
cieux de la comparer a une suite ayant une expression plus simple et dont le
comportement asymptotique est connu.
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Théoréme. Soient (uy,) et (v,,) deux suites réelles telles que pour tout n € N,
Uy, < vy, (uy,) converge de limite [ et (v, ) converge de limite I’. On a alors [ <1’

Exemple. Soit (u,) une suite convergente dont tous les termes sont positifs.
Alors la limite de (u,,) est positive.

Remarque. Si on a u, < v, au lieu de u, < v,, alors on a toujours [ < I’
etnonl <.

Théoréme. Soient (uy,) et (v,,) deux suites réelles telles que pour tout n € N,
Uy < Uy,

— Si (uy) admet une limite égale a +oo, alors (v,,) également.

— Si (v,) admet une limite égale & —oo, alors (u,) également.

Exemple. Soit (u,) la suite définie par : Vn € N, w,, = n(4 + 2cos(n) +
(—1)").
Pour tout n € N, on a 4+ 2cos(n) + (—-1)" >4 -2 —1 =1 donc u, > n. La
suite (u,) admet donc une limite égale & +oo.

Théoréme (des gendarmes). Soient (u,), (v,) et (w,) trois suites réelles
telles que pour tout n € N, u,, < v, < wy, (u,) converge de limite | et (w,,)
converge également de limite [. Alors la suite (v, ) converge de limite [.

(1"

n

Exemple. Soit (u,,) la suite définie par : ¥n > 1, u, =

1 (=)™ 1 1
Pour tout n > 1,ona —— < —— < — et —— et — tendent vers 0 quand

n n n n n
n — +o0o. D’apres le théoréme des gendarmes, (u,,) converge de limite 0.

3.3 Suites arithmético-géométriques

3.3.1 Suites arithmétiques

Définition. Soient (u,) une suite réelle et r un réel. On dit que (u,) est
arithmétique de raison r si pour tout n € N, on a u,4+1 = uy, + 7.

Exemples.

— La suite de terme général u,, = 3n + 2 est arithmétique de raison 3 car
pour tout n € N w1 —upy = 3.

— La suite de terme général u,, = n? + 1 n’est pas arithmétique car u, 1 —
U, = 2n + 1 dépend de n.

Propriétés. Soit (u,) une suite arithmétique de raison r.

— Pour tout n € N, on a u, = ug + nr. Plus généralement, pour tous
n,p €N, onau, =u,+ (n—p)r.

— On en déduit facilement les variations et la limite de (u,) selon que r
soit positif, nul ou négatif.
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— Pour tous n,p € N, la somme up, + upy1 + ... + u, est égale a

Uy + Uy

3.3.2 Suites géométiques

Définition. Soient (u,) une suite réelle et ¢ un réel. On dit que (u,) est
géométique de raison ¢ si pour tout n € N, on a t,41 = quy,.

Exemples.
— La suite de terme général u,, = 2" est géométique de raison 2 car pour
tout n € N, upq1 = 2uy,.
5 , I Un+1
n’est pas géometique car =
n

2

— La suite de terme général u, = n
1\ 2
<1 + ) dépend de n.
n

Propriétés. Soit (u,) une suite géométique de raison q.

— Pour tout n € N, on a u,, = ugq". Plus généralement, pour tous n,p € N,
on a u, = upq" " P.

— On en déduit facilement les variations et le comportement asymptotique
de (uy,) selon les valeurs de q et ug.

— Lorsque ¢ # 1, pour tous n,p € N, la somme u, + upp1 + ... + uy, est
égale a

Up — Un+1
1—q
3.3.3 Suites arithmético-géométriques
Définition. Soit (u,) une suite réelle. On dit que (u,) est arithmético-

géométrique s’il existe deux réels a et b tels que pour tout n € N, uy, 41 = au, +0.

Remarque. Lorsque a = 1 (resp. b = 0), on a une suite arithmétique (resp.
géométrique) donc on sait ’étudier. Dans le cas ou a # 1, il est également
possible d’obtenir I’expression de u,, en fonction de n. Pour cela :

— on note a = et pour tout n € N, v, = u,, — a0,

— on montre que (v,) est géométrique de raison a,
— on en déduit ’expression de v,, en fonction de n, puis celle de u,,.

Exemple. Soit (u,) la suite arithmético-géométrique définie par up = 5 et
vn €N, upy1 = 2u, — 3.

Onnotea:ﬁ:3etp0urt0utn€N,vn:un—3.

Pour tout n € N, v,,11 = tpy1 — 3 = 2u, — 6 = 2(uy, — 3) = 2v,. La suite (vy,)
est donc géométrique de raison 2.

Puisque vg = ug — 3 = 2, on en déduit que pour tout n € N, v, = 2.2" = 2"+1,
donc u,, = 2"t1 4+ 3.
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3.4 Raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence permet de démontrer qu’une propriété P(n),
dépendant de n, est vraie pour tout entier n. Ceci est tres pratique puisque cela
évite de faire une infinité de démonstrations. Un raisonnement par récurrence
s’effectue en deux étapes :

— Dlinitialisation : on vérifie que P(0) est vraie,

— T’hérédité : on fixe un entier n, on suppose que P(n) est vraie (hypothese

de récurrence) et on montre que P(n + 1) est alors vraie.
Si ces deux étapes sont vérifiées, cela signifie que la propriété P(n) est vraie
pour tout n € N.

Remarques.

— 11 est possible d’initialiser la récurrence a un rang mg en vérifiant que
P(ng) est vraie. Dans ce cas, P(n) ne sera vraie que pour n > ng.

— Dans I’hérédité, il est essentiel d’exploiter le lien entre P(n) et P(n + 1)
pour montrer que : si P(n) est vraie, alors P(n + 1) aussi.

— On ne fait d’ailleurs pas de raisonnement par récurrence s’il n’y a pas de
lien entre P(n) et P(n + 1).

Exemple. Soit a > 0. On va montrer que pour tout n € N, (1+a)” > 1+na.
On note P(n) la propriété : < (1 + a) > 1+ na > et on va procéder par
récurrence.

o Initialisation : Ona (1+a)’=1et1+0xa=1,donc (1+a)®>1+0xa.
La propriété P(0) est donc vraie.

e Hérédité : On suppose que la propriété P(n) est vraie & un rang n et on va
démontrer qu’alors, P(n + 1) est aussi vraie. Autrement dit, on suppose que
(1+a)™ > 1+ na et on va en déduire que (1 +a)"*t > 1+ (n+ 1)a.

Ona (1+a)" =(1+a)l+a)” > (1+a)(l+ na) dapres hypothese de
récurrence, donc (1 +a)"™* > 1+ (n+ 1)a +na®? > 1+ (n + 1)a. La propriété
P(n + 1) est donc vraie.

On a finalement démontré par récurrence que pour tout n € N, (14a)™ > 1+na.

3.5 Suites récurrentes d’ordre 1

Définition. Soit (u,, ) une suite réelle. On dit que (uy,) est une suite récurrente
d’ordre 1 8’1l existe une fonction f telle que pour tout n € N, w11 = f(uy).

Les suites arithmético-géométriques sont des cas particuliers de suites récurrentes
d’ordre 1, mais contrairement a celles-ci, il ne sera pas possible en général d’ob-
tenir I’expression de u,, en fonction de n. Toutefois, on pourra quand méme
étudier certaines suites définies par itération.

Lorsque I’énoncé n’indique pas précisément la démarche a suivre, il peut
étre utile de commencer par faire un dessin ou calculer les premiers termes de
la suite, afin d’avoir une idée du comportement de la suite. Ensuite, on peut
adopter les techniques expliquées ci-apres en ayant en téte que les deux points
qui nous intéressent sont :
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— les variations de la suite,
— la convergence de la suite (et le calcul de la limite éventuelle).

Dans la suite de ce paragraphe, on considére une suite réelle (u,) et une
fonction f telles que pour tout n € N, w11 = f(uy).

3.5.1 Recherche d’un intervalle stable

Cette étape préliminaire permet souvent de simplifier I’étude des variations
et de la convergence de (u,). L’objectif est d’obtenir un intervalle contenant
tous les termes de la suite (& partir d’un certain rang).

Définition. On dit qu'un intervalle I est stable par f si pour tout = € I,
f(x) appartient a I.

Exemples.

— L’intervalle [—1;1] est stable par sin, tout comme les intervalles [—1; 0]
et [0;1].

— L’intervalle [0;+o00[ est stable par la fonction = ~— x2, tout comme les
intervalles [0; 1] et [1; 4o00].

Propriété. Si I est un intervalle stable par f et si un terme de la suite
appartient a I, alors tous les termes suivants sont aussi dans 1.

Remarques.

— La recherche d’un intervalle stable peut s’effectuer en étudiant la fonction
I

— On aura intérét a choisir un intervalle stable de taille la plus petite pos-
sible et qui contient un des premiers termes de la suite.

— On peut se passer de cette étape s’il est évident que tous les termes de
la suite sont dans un intervalle donné qui convient pour la suite de I’étude.

3.5.2 Etude des variations

Pour étudier les variations de (u,), on peut :

— procéder de maniere directe,

— procéder par récurrence,

— étudier la fonction g :  — f(z) —  sur Uintervalle stable I déterminé
auparavant, comme le justifie la propriété suivante.

Propriété. Si la fonction g : x — f(z) — = est positive (resp. négative) sur
I, alors la suite (u,,) est croissante (resp. décroissante).

3.5.3 Etude de la convergence

Les deux étapes précédentes permettent parfois de conclure quant a la conver-
gence de (uy,) grace & la propriété suivante.
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Théoréme. Une suite croissante majorée converge. Une suite décroissante
minorée converge.

Il est alors possible d’étudier sa limite.

Théoréme. Si f est continue sur I et si la suite (uy,) converge, alors sa
limite [ vérifie f(I) = 1.

3.5.4 Exemple

1 1
On étudie la suite définie par ug > 0 et Vn € N, up 1 = 3 <un + ) On

()
note f:x— - x4+ — ).
2 T

e L’intervalle |0; +-00[ est stable par f puisque pour tout > 0, on a f(x) > 0.
On a donc u,, > 0 pour tout n € N.
On peut étre plus précis en étudiant f (il faudra étre précis pour la suite de
létude de toute maniere).
La fonction f est dérivable sur |0; +o00[ et pour tout x €]0; +o0[, on a f'(x) =
[
2 x?
x > 1. On en déduit le tableau de variations de f, qu'on peut compléter en
remarquant que f admet des limites en 07 et en +oo égales & +oo.

1
. Ainsi, f'(z) est positif si et seulement si — < 1, ssi 22 > 1, ssi
x

T 0 1 +00

f'(x) - 0 +

+00 +00
(@) S~ /
1

On en déduit que lintervalle I = [1;4o00[ est stable par f et, puisque u; est
dans cet intervalle, que pour tout n > 1, on a u,, € [1;+00].
On remarque qu’au passage, on a montré que (u,) est minorée.

e Par ailleurs, pour tout n > 1, on a

1 1 1 1\ 11-u2

puisque u,, > 1 d’aprés ce qui précede. La suite (u,) est donc décroissante &
partir du rang 1.
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e La suite (u,) étant décroissante (a partir du rang 1) et minorée, elle
converge d’apres un théoreme du cours.

e On note [ sa limite. Comme f est continue sur I, d’apres un autre théoreme
1 1 1 1
du cours, on a f(I) = I, donc 5 <l+ l) = [, donc 5= 517 donc 12 = 1. La
suite (uy,) est positive donc sa limite I aussi, ce qui donne [ = 1.

En conclusion, la suite (u,,) est décroissante & partir du rang 1 et converge
de limite 1.
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Chapitre 4

Matrices

Objectifs :

— Mener des calculs matriciels.

— Utiliser la méthode du pivot de Gauss pour inverser une matrice ou un
systeme linéaire.

— Diagonaliser une matrice de taille 2 ou 3.

— Modéliser certains phénomenes par des matrices.

4.1 Calcul matriciel

4.1.1 Vocabulaire usuel

Définition. Une matrice de taille (n,p) est un tableau de nombres réels a
n lignes et p colonnes.

Notation. Pour une matrice A, on note a; ; le coefficient sur la i-ieme ligne
et la j-ieme colonne de A.

Exemples.
1 -1 2 .
— A= (3 0 1> est une matrice (2,3). Onaai1 =1,a21 =3, a12 =
—1 etc.
1 0 -7/3
— B=| = 2 x est une matrice (3, 3).
0,57 v2 =3

Définitions. On dit qu'une matrice de taille (n,p) est une matrice colonne
(resp. ligne, carrée) lorsque p =1 (resp. n = 1, n = p).
On dit qu’une matrice carrée est diagonale lorsque ses termes non diagonaux
sont nuls, c’est-a-dire Vi # j, a; ; = 0.

Exemples.
3

— C = [ 1] est une matrice colonne.
0

30



sont des matrices

0 1

O O
o = O
= O O

— Les matrices unité Iy = (1 O) et I3 =
diagonales.

On peut effectuer plusieurs opérations sur les matrices.

4.1.2 Somme de deux matrices

Définition. Pour deux matrices A et B de méme taille (n,p), A+ B est la
matrice de taille (n,p) de terme général a; ; + b; ;.

Exemples.
1 0 -1 i 0 1 1\ (1 1 0
0 2 -1 3 -1 z) \3 1 z-1)"
1 2 11 -1\ o
(0 3>+(1 0 4) n’est pas définie.
4.1.3 Multiplication d’une matrice par un réel

Définition. Pour une matrice A de taille (n,p) et A € R, AA est la matrice
de taille (n,p) de terme général Aa; ;.

o (3 5)= (0 %)

4.1.4 Multiplication de deux matrices

Exemple.

Définition. Pour une matrice A de taille (n,p) et une matrice B de taille
(p,q), AB est la matrice de taille (n,q) de terme général a;1b1 ; + a; 2b2; +
ot aiypbpyj.

Exemples.

1 2 y 11 -1y (3 1 7
0 3 10 4) \3 0 12)°
11 -1 12\ o
(1 0 4 ) X (O 3) n’est pas définie.
Remarques.

— Multiplier une matrice par une matrice unité ne modifie pas cette matrice.
— L’ordre de multiplication a une importance (en général, AB # BA).
— Pour une matrice carrée A et n € N, on note A" = AA... A,

S——

n fois
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4.1.5 Déterminant d’une matrice carrée

On ne s’intéresse ici qu’aux déterminants de matrices de taille (2, 2) ou (3, 3).

Définitions.
— Soit A = (i 2) une matrice de taille (2,2). Le déterminant de A, noté
det(A) ou Z Jl> est le nombre ad — be.
a b ¢
— Soit A= |d e f| une matrice de taille (3,3). Le déterminant de A,
g h i

noté det(A) ou , est le nombre aei+dhc+ gbf — gec—h fa—idb.

Q Qe
>0 o
S 0

Remarques.

— Le déterminant est un nombre, pas une matrice.

— Pour calculer un déterminant de taille 3, on développe suivant une ligne
ou une colonne (contenant des zéros de préférence) en multipliant les
coefficients de la matrice par 1 ou —1 suivant leur position.

— Si les termes sous la diagonale et/ou les termes au-dessus de la diago-

nale sont nuls, alors le déterminant de la matrice est égal au produit des
termes diagonaux.

+

+

Exemples.
1 -1 5 10
2 3| 7 |21

En développant par rapport a la premiere colonne, on calcule

‘:1.

2 1 -1
0 1 1]|=2x 52 ;’—i—lx} _11‘:10
1 -2 2

et en développant par rapport a la deuxieme ligne, on obtient également

2 1 -1
0 1 1 =1xi 21‘—1><§ _12‘=10.
1 -2 2

En développant par rapport a la deuxieme ligne, on a

1 -1 -1
0 -1 0 :(—1)><; :;‘:0‘
2 1 -2

4.2 Méthode du pivot de Gauss et applications

4.2.1 Description de la méthode

Afin d’inverser une matrice ou de résoudre un systéme linéaire, on peut uti-
liser la méthode du pivot de Gauss. Le principe de cette méthode est d’effectuer
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une succession d’opérations élémentaires sur les lignes de la matrice (resp. du
systéme) jusqu’a obtenir la matrice unité (resp. un systéme échelonné).

Les opérations élémentaires sont :

— D’échange de lignes (L; <> L;),

— la multiplication d’une ligne par un réel non nul (L; < A\L;),

— lajout & une ligne d’un multiple d’une autre ligne (L; < L; + AL;).

Remarques.

— L’idée est qu’on utilise une opération L; <— L;+AL; pour faire apparaitre
un 0, une opération L; <— AL; pour faire apparaitre un 1 et une opération
L; <+ L; lorsqu’on pense que cela simplifiera les calculs.

— Les opérations qu’on effectue doivent étre réversibles. On n’a donc pas le
droit d’effectuer certaines opérations simultanément, ni d’autres opérations
que celles décrites précédemment. Par exemple, les opérations L; < L;+A
et L; < L; x L; sont interdites.

— La méthode doit son nom aux coefficients non nuls qui servent de base
pour faire apparaitre des zéros dans les différentes étapes et qu’on appelle
pivots.

4.2.2 Inverse d’une matrice

Définition. On dit qu'une matrice carrée A de taille (n,n) est inversible
lorsqu’il existe une matrice B de taille (n,n) telle que AB = BA = I,,, ou I,, est
la matrice unité de taille n. La matrice B est alors unique, on ’appelle inverse
de A et on la note A~

Théoréme. Une matrice est inversible si et seulement si son déterminant
est non nul.

1 -1 2 1 -1 1 -1 -1
Exemples. (2 3 ) et [0 1 1 | sont inversibles, [0 —1 0
1 -2 2 2 1 =2

ne l'est pas.

On peut calculer I'inverse d’une matrice a l'aide de la méthode du pivot
de Gauss. Pour cela, on écrit les matrices A et I, cOte a cote, on transforme
A a l'aide d’opérations élémentaires et on effectue simultanément les mémes
opérations sur I,,. Lorsque la matrice A est transformée en I,,, c’est que la ma-
trice I,, est transformée en A~1.

Exemple.
2 1 —-1|1 0 0
0 1 1710 1 0
1 -2 2 1]0 0 1
-2 2|0 0 1
2 1 —=-1/1 0 0
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1 -2 2 (0 0 1
0 101 0 Ly < Ly — 214
0 5 —-5|1 0 -2
1 -2 2 [0 O 1
0 1 1 0 1 0 L3 <« L3 —5L9
0O 0 -—-10(1 -5 =2
1 -2 2 0 0 1
0 1 1|0 1 0 Ls < —45Ls
1 5 2
_ 2 _ 6
(]j 12 8 E ; _101 L1 < L1 — 2L3
10 10 40 Lo« Ly—1L
1 2 2 3
4 2
s ool ¥ o5 1
01 0 Tol @ —zﬁ L1 < L1 + 2L2
2 1 -1 1 4 0 2
L’inverse de |0 1 1 est donc 10 1 5 -2
1 -2 2 -1 5 2

4.2.3 Systeme d’équations linéaires

Définition. Un systeme d’équations linéaires est un systeme de la forme

a11r1 + ai2x2 + ...+ Q1T = by
a21T1 + 22T + ... + azpT, = b
An1T1 + ApaTs + ...+ appTp, = by

ou les a; ; et les b; sont des réels.
Résoudre le systéme signifie déterminer 1’ensemble des (z1, ..., z,) satisfaisant
les n relations.

Un systeme peut se réécrire a l’aide d’une relation matricielle et vice-versa.
En notant

aii 1.2 ... Q1p I b1
as i 2.2 .. Q2p T2 bg

A = . . . 9 X = . et B = . 9
Gn,1 An2 ... Gnp Tp by

le systeme ci-dessus est équivalent a la relation AX = B.

Théoréme. On considére un systeme AX = B.

— Si A est inversible, alors ce systéeme admet une unique solution, qui est
A71B.

— Si A n’est pas inversible, alors il admet soit aucune, soit une infinité de
solutions.
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Dans le cas ot on a déja calculé A~!, un simple produit de matrices per-
met donc de résoudre le systeme. Dans tous les autres cas, on peut résoudre
le systeme a ’aide de la méthode du pivot de Gauss. Pour cela, on transforme
le systeme a l'aide d’opérations élémentaires jusqu’a obtenir un systeme dit
échelonné, qui est simple a résoudre.

Exemples. Soit le systeme

2c + y — 2z = 3
(S1) y + z = 1
r — 2y 4+ 2z = -1
(S1) peut se réécrire
2 1 -1 T 3
01 1]|[y]l=11
1 -2 2 z -1

Or, on a vu dans la section précédente que la matrice qui apparailt ici est in-
versible et on a calculé son inverse. Le systéme (S7) admet donc une unique
solution, qui est donnée par

1 4 0 2 3 1
-1 5 2 -1 0

Soit maintenant le systeme

[z] + v + 32z = -1
T

(SQ) : + 2z = 0
-2z + y - 3z = -1
Ona:
r + y + 3z = -1
LQ — LQ — Ll
_ _ - 1
(52) « N Ly ¢ Ly + 2L,
Jy + 3z = -3
r + y + 3z = -1
= -y — z = 1 L3 < Lg =+ 3L2
0 = 0
z + y + 3z = -1 B
= { y + 2z = 1 Lo <+ —1Lo

N y=—z—1

L’ensemble des solutions de (S2) est donc Sg, = {(—2A, =X — 1,A), A € R}.

4.3 Diagonalisation

4.3.1 Matrices diagonales

Rappel. Une matrice diagonale est une matrice carrée dont les coefficients
situés en dehors de la diagonale sont nuls.
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Les calculs avec les matrices diagonales sont plus simples.

dq 0
Propriétés. Soit D = une matrice diagonale de taille (p, p)

0 d,
et soit A une matrice carrée de taille (p, p).
— AD est la matrice de terme général a; jd;, autrement dit, la j-ieme co-
lonne de AD est la j-ieme colonne de A multipliée par d;.
— DA est la matrice de terme général d;a; ;, autrement dit, la i-ieme ligne
de DA est la i-ieme ligne de A multipliée par d;.

dy 0
— Pour tout n € N, on a D" =
0 dy
1 -1 1 100
Exemples. Soient A=|0 1 1|etD=|0 2 0].0na
1 0 1 0 0 3
1 -2 3 1 -1 1 1 0 0
AD=|(0 2 3|, DA=|0 2 2|, D*=|0 8 O
1 0 3 3 0 3 0 0 27

4.3.2 Diagonalisation

Partant d’une matrice carrée A, on va chercher une matrice diagonale D et
une matrice inversible P telles que A = PDP~!. C’est ce qu’on appelle diago-
naliser A.

Définitions. Soit A une matrice carrée de taille (p, p).

— Le polynome caractéristique de A, noté p4(A), est le déterminant det(A—
).

— Les valeurs propres de A sont les réels A tels que pa(A\) = 0.

— Un vecteur propre de A associé a une valeur propre A est un vecteur
colonne X non nul tel que AX = A\X.

Pour diagonaliser A, on adoptera la méthode suivante :

— calculer le polynéme caractéristique pa (),

— en déduire les valeurs propres Aq, ..., Ap,

— calculer un vecteur propre X; associé a chaque valeur propre A; en résolvant
un systeme,

— noter

D= et P=(X|..|X,)
0 A

et écrire la relation AP = PD,
— vérifier que P est inversible en calculant son déterminant, et écrire la

relation A = PDP~1,
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Cela permettra de calculer facilement les puissances de A notamment.
Propriété. Si A = PDP~!, alors pour tout n € N, on a A" = PD"P~1.

Remarque. Certaines matrices ne sont pas diagonalisables.

Exemple. On va diagonaliser la matrice A = (i’ (1)>

Le polynéme caractéristique de A est

pa(\) = det(A — A\Io) = = (3=MN)(1=)).

3—A 0

1 1—X
Les valeurs propres de A sont donc 1 et 3.
On va maintenant calculer un vecteur propre associé a 1, puis un vecteur propre

associé a 3. Soit X =

OnaAX =X & (Sx):(x> = {ZE:O < x = 0. Un vecteur
T+Yy Y y=vy

AN 0
propre associé a la valeur propre 1 est donc par exemple 1)

3xr = 3x

Ensuite, AX =3X < { T4y =3y

< 2 = 2y. Un vecteur propre associé

2
a la valeur propre 3 est donc par exemple 1

En notant D = <(1) g) et P = ((1) i), on a donc AP = PD. La matrice P

est inversible puisque det(P) = —2 # 0, donc on a A = PDP~L.
On a ainsi diagonalisé la matrice A.
~1/2 1

o 1
On pourrait également calculer P~ = ( 12 0

> et en déduire que pour tout

n €N, on a
n ormoor (002) (1 0)[-1/2 1
aw=rore= (0 (6 5) (0 o)
_ (0 23y -2y (0
e )Nz o) T = 1)

37



Références

Références générales pour compléter le cours :

e Driss BOULARAS, Daniel FREDON & Daniel PETIT, Mini manuel de mathématiques
pour les sciences de vie et de ’environnement, Dunod, 2009.

o Joél MALAVAL et al., Hyperbole Terminale S spécifique, Nathan, 2012.

o Joél MALAVAL et al., Hyperbole Terminale S spécialité, Nathan, 2012.

Sources desquelles sont issus certains problemes d’application proposés dans ce
document :

e Académie de Besancon, P@nse-math, Académie de Besangon - Voir le sujet -
Suite qui ressemble & de la chimie, [En ligne].
http://pansemath.ac-besancon.fr/viewtopic.php?f=9&t=3718 (Page consultée
le 4 novembre 2013)

e Annales du baccalauréat Scientifique.

e Pierre AUGER, Christophe LETT & Jean-Christophe POGGIALE, Modélisation
mathématique en écologie, Dunod, 2010.

e Edward BATSCHELET, Introduction to Mathematics for Life Scientists, Sprin-
ger, 1979.

e Simone BENAZETH, Michel BONIFACE, Catherine DEMARQUILLY, Virginie
LASSERRE, Mohamed LEMDANI & Ionnis NICOLIS, Biomathématiques, analyse,
algébre, probabilités, statistiques, Masson, 2007.

e Jean-Paul BERTRANDIAS & Frangoise BERTRANDIAS, Mathématiques pour les
sciences de la vie, de la nature et de la santé, EDP Sciences, 1997.

e Sandrine CHARLES, Dominique MOUCHIROUD, Lionel HUMBLOT, Muriel NEY

& Christophe BATIER, Accueil, [En ligne]. http://mathsv.univ-lyonl.fr/
(Page consultée le 2 septembre 2015)

e André GIROUX, Mathématiques pour chimistes, Presses Universitaires de Montréal,
1983.

e Jean-Marie LEGAY, Mathématiques pour biologistes, Masson, 1981.

38



