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Exercice 1. On se propose d’établir quelques propriétés des fonctions Hn, pour n ≥ 0
entier, définies sur IR par :

H0(x) := 1,

Hn(x) := (−1)nex2

2
dn
dxn

(e
−x2

2 ), ∀n ∈ IN?.

1)- Montrer que pour tout n ≥ 1, les fonctions Hn vérifient :

Hn(x) = xHn−1(x)−H ′n−1(x).

2)- Calculer H1, H2, H3.
3)- Par récurrence sur n ≥ 0, en déduire que Hn est un polynôme de degré n et que son
coefficient en xn est égale à 1.

4)- Soit p un polynôme d’une variable réelle, montrer que l’intégrale
∫ +∞

−∞
p(x)e

−x2

2 dx est

convergente.

5)- Soient p et q deux polynômes d’une variable réelle, montrer, en procédant à une inté-
gration sur un intervalle borné [−M,M ], puis en faisant tendre M vers +∞ que∫ +∞

−∞
(p(x)e

−x2

2 )′q(x) dx = −
∫ +∞

−∞
p(x)q′(x)e

−x2

2 dx

6)- Montrer que pour tout k < n on a
∫ +∞

−∞
xkHn(x)e

−x2

2 dx = 0. En déduire que les

polynômes (Hn)n∈IN forment la suite des polynômes orthogonaux sur IR pour la fonction
poids ω que l’on précisera.

Exercice 2. Soit a ∈]0, 1[. Une fonction f étant continue sur [−1, 1], on approche∫ 1

−1
f(x) dx par la formule d’intégration numérique Ia(f) suivante :

Ia(f) = αf(−1) + βf(−a) + γf(a) + δf(1). (1)

i) Montrer que si la formule Ia est au moins d’ordre 3, alors α = δ et β = γ.
ii) Le réel a étant fixé, déterminer les coefficients α, β, γ, δ tels que Ia soit au moins

d’ordre 3.

iii) Montrer que la formule Ia est au moins d’ordre 4 si et seulement si a =
1√
5
.



iv) On pose a0 =
1√
5
. Déterminer l’ordre maximal de Ia0 .

Dans la suite de l’exercice, on fixe a = a0.
v) Montrer que l’application ϕ : IR5[X]→ IR6 définie par

ϕ(P ) = (P (−1), P (−a), P ′(−a), P (a), P ′(a), P (1))

est un isomorphisme. En déduire que pour tout f ∈ C1([a, b]), il existe un unique
polynôme noté Pf ∈ IR5[X] tel que Pf (−1) = f(−1), Pf (−a) = f(−a), P ′f (−a) =
f ′(−a), Pf (a) = f(a), P ′f (a) = f ′(a), Pf (1) = f(1).

vi) On pose E(f) =
∫ 1

−1
f(x) dx− Ia(f). Montrer que E(f) =

∫ 1

−1
(f(x)− Pf (x)) dx.

vii) On suppose que f ∈ C6[−1, 1], montrer que pour tout x ∈ [−1, 1], il existe ξx ∈ [−1, 1]
tel que

f(x)− Pf (x) =
π6(x)

6!
f (6)(ξx),

où π6(x) = (x− 1)(x− a0)2(x+ a0)
2(x+ 1).

Indication : considérer la fonction ϕ définie par ϕ(t) = f(t) − P (t) − f(x)−P (x)
π6(x)

π6(t)

pour x ∈]− 1, 1[, x 6= ±a0 fixé et montrer qu’il existe ξ ∈ [−1, 1] tel que ϕ(6)(ξ) = 0.
viii) On admet que x → f (6)(ξx) est continue sur [−1, 1]. En utilisant un théorème de la

moyenne (à préciser), montrer qu’il existe C > 0 (à déterminer) tel que

∀f ∈ C6([−1, 1]) ∃α ∈ [−1, 1] tq. E(f) = Cf (6)(α). (2)


