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Analyse Numérique

TD n°5 : Méthodes de quadrature

Quelques Rappels

Théoréme 0.1. Formule de la moyenne :**
Soit g € C([a,b]) telle que g garde un signe constant sur [a,b]. Soit f € C([a,b]), alors il

b b

existe x € |[a,b] tel que/ f(z)g(x)dx = f(X)/ g(x)dx.

Preuve. Savoir démontrer ce résultat. Utiliser le fait que f atteint son sup et son inf sur
[a, b] puis utiliser le théoréme des valeurs intermédiaires. ]

Théoréme 0.2. Formule de Taylor-Lagrange :**
Soit f € C"([a,b]), telle que f™ soit dérivable sur]a,b| alors il existe n €la,b| tel que

_ , (b= )" oy, (b= @)™
F(6) = ) + (0= a)'(a) 4+ )

Théoréme 0.3. Formule de Taylor avec Reste Intégral :
Soit f € C"([a,b]), alors Vx € [a, b

FY (). (1)

f(@) = fla) + (x —a)f'(a) + .. + Mﬂ”)(a) + i' /w(w — () dt. (2)

n! n!

Exercice 1. Autour de la méthode de Simpson

1
i) Soit ¢ une fonction continue sur [—1,1]. On approche I(g) = / g(x)dx par la

1
formule de quadrature de Simpson I* telle que I°(g) = 3(g(—1) 4 4¢(0) + g(1)).

Montrer que la méthode de Simpson est une méthode d’ordre 3 c’est-a-dire
vQ € Rs[X] I°(Q) = 1(Q).
ii) On suppose que g € C*([—1,1]). On note P, le polynoéme de degré 3 tel que
Fy(=1) = g(=1), F,(0) = g(0), F4(0) = ¢'(0), Py(1) = g(1).

1

Montrer que E°(g) := I(g) — I°(g9) = /_1(g(x) — Py(z)) dx.

iii) On a déja montré (savoir refaire la démonstration) que

(z — 1)a*(x + 1)
4

Montrer # — g™ ({,) est continue sur [—1, 1] et en déduire que

Vo € [a,b], 3¢, € [a,0], tq. g(z) — Py(x) = 9 (C).

1
I €[-1,1], tq. E%g) = 9—09(4)(><)-



iv)

En déduire l'ordre de la formule de Simpson 1, [i,b] telle que

15,(0) = 2% f(a) + 4p (i
f € Ci([~a,)

) + f(b)) approche / f(z)dx et montrer que si

b
€ fab], ta / f@)de — IS, = Cb—a)™ FO(x),

od N et C sont a déterminer.

1
1
a) Donner la valeur de / dx.
0 1"’%2
b) Simplifier I’ J41(1+41+ ) et vérifi est
implifier ression J = . rifier
plifier I'expressio ASEE 1+%2 [ 12) et verifier que c’es

une valeur approchée de 7 & 1072 prés.

1
c) Majorer la valeur absolue de la dérivée quatriéme de x — T3 g2 S0 [0,1] et
T

déduire de la question 2 le nombre d’intervalles intervenant dans une subdivision
réguliére de [0, 1] pour obtenir les 25 premiers chiffres de I’écriture décimale de 7.

Exercice 2. Une nouvelle formule d’intégration numérique : Posons pour f € C!([a,b]) :

i)

vi)

I(f) = waf(a) +wpf(b) + w,f'(a) + wpf'(b). (3)

b
Trouver w,, wp, w), et wy, pour que I(f) approchant / f(z) dx soit d’ ordre 3. On

supposera d’abord que [a,b] = [—1, 1] puis on se raménera au cas général.

Montrer que pour tout f € C'([a, b]), il existe un unique polynéme noté Py € R[X]

tel que Py(a) = f(a), Pr(a) = f'(a), Pr(b) = f(b) et Pp(b) = f'(b).
b
On pose E(f / f(z) dz — I(f). Montrer que E(f) = / (f(z) — P¢(z)) dx.

On admet le résultat suivant : On suppose que f € C* ([a,b]). Alors pour tout
x € [a,b], il existe &, €la, b| tel que

£(&) = Prla) = (e — (@ — 02 FO(E). (1

et tel que z — f(&,) est continue sur [a, b]. Montrer qu'il existe C' > 0 (& détermi-
ner) tel que

VfecCHa,b]) FE€al] ta. E(f) = Cb—a)®fPE). (5)

Ecrire la formule de quadrature composée approchant / f(z) dx associée a la for-
(0%
mule de quadrature élémentaire (3), ou on a discrétisé le segment [«, 5] en p segments

(B —«a)
p )

Montrer que l'erreur de la formule composée est en O(hV) oit N est un entier que
I'on déterminera.

égaux (on pose h =



Exercice 3. Erreur de l'intégration numérique de Gauss-Legendre
Soit f : [—1,1] — R une fonction de classe C*"*%(|—1, 1]).
1

1
On pose I(f) = ft)dt et J(f) = / P(t)dt ou Py désigne le polynome
1 —1

d’interpolation de f aux n + 1 points de Legendre ay, .., a, ol ag,--- ,a, sont les racines
distinctes du polynome de Legendre de degré (n + 1).

Onnote M = sup [f@"*2(1)].
te[—1,1]

i) Montrer que J(f) = Zwi f(a;) o les poids w; s’exprime a I’aide des fonctions de
i=0
base de Lagrange aux points ag, -+ , Gy,.
ii) Soit Ty la partie réguliére du développement de Taylor de f & l'ordre 2n+1 en 0. En
utilisant une formule de Taylor-Lagrange, montrer que

2M
I(f)—1(Ty)| £ ———. 6
iii) Démontrer de méme que
2M
J(f)—JTy)| € ——. 7
96 =T < Gy 7)
iv) En déduire une majoration de |I(f) — J(f)]|.
v) Déterminer la formule de Gauss-Legendre dans le cas n = 1 (formule a 2 points
d’ordre 3).
vi) Déterminer la formule de Gauss-Legendre dans le cas n = 2 (formule a 3 points
d’ordre 5).



