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EXAMEN MA650 ANALYSE NUMERIQUE, corrigé

Exercice 1. On écrit la décomposition habituelle A, = D — F — F. La matrice de la méthode
de Jacobi est

1 0 a O
J=DYE+F)=—a 0 «
2
0 a O
Cette méthode converge si et seulement si o(J) < 1.
—det(D)p;(\) =  —det(E + F — AD)
20 a0
= a 2\ «
0 o 2X
= 2\[4)? — %] — a[2)\q]
= 4A2N% - a?).

On en déduit que o(J) = {0, —a/v2,a/v2} et o(J) = |a|/V/2. La méthode converge
donc si et seulement si a €] —v/2,v/2].

Exercice 2.

1. Sip € R3[X], les équations (1) forment un systéme linéaire de 4 équations ot 4 inconnues
(les coefficients du polynéme). Il suffit donc de montrer que le systéme homogéne associé,
obtenu pour a; = 0, n’admet que la solution nulle.

En effet, oy = ag = a3 = ay = 0 implique que (z = 0) et (x = 1) sont racines doubles
et p s’écrit sous la forme :

p(x) = g(x) 2*(z — 1)%
Comme p € R3[X], nécessairement ¢(z) = 0.

2. Sip(x) = ag + a1z + a2x? + azx>, on obtient facilement que :

a = a pi(z) = 223 -322+1

a1 = o9 pa(x) = 23 —22%2 + 2
= 3 2

ays = —ay4+ 3a3— 209 — 30y p3(zr) = —2z°+ 3z

a3 = oy — 203+ as + 209 pa(z) = 23— 22

Par unicité de la solution du systéme (1), il suffit de montrer que Z?:l a;p; veérifie le
systéme pour pouvoir conclure que p = Z?:l a;p;. Notons ¢ = ). a;p;. On obtient
facilement, & partir des définitions des polynémes p;, que ¢(0) = a1, ¢'(0) = a9, (1) = as
et ¢'(1) = a4 donc g vérifie (1), d’on la conclusion.

3. Considérons la fonction :

f(x) = py(z) / oy f(E) —pp(x)

7(z) m(z)

g(t) = f(t)—ps(t)—

2t(t—1)(2t—1).



Comme ¢(0) = g(z) = g(1) = 0, il existe (th. de Rolle) au moins &; €]0,z[ et & €]z, 1]
tels que ¢'(£1) = ¢ (&2). De plus, il est évident que ¢’ (0) = ¢'(1) = 0 : donc, ¢’ s’annule
en 4 points et, par conséquent, il existe &, €]0, 1] tel que d*/da>(g') (&) = g™ (&) = 0.
En dérivant dans l'expression de g, nous obtenons (py € R3[X] donc p;4) =0):

f(x) —py(x)

m(x)

FDE) - 41 =0,

d’ott le résultat demandé.

Si f(z) = p(x) € R3[X], 'unicité démontrée au a) montre que pr(x) = p(x) = f(x),
donc la formule de quadrature est exacte pour p(z) € R3[X].

Un calcul élémentaire donne les valeurs des poids :

w1:1/2, w2:1/12, w3:1/2, w4:—1/12.

Par conséquent, la formule de quadrature s’écrit sous la forme :

1
[ #@)dz ~ 5 (10 + 1) + 35 (710 - £1)
0

Exercice 3.

1.

2.

On obtient & partir de la seconde équation y(t) = yoe?’. En injectant cette solution dans
la premiére équation, on obtient 2’ = 2x — 2type?’. La solution de I’équation homogéne
associée est 2(t) = Ke? et la méthode de variation de la constante conduit & I’équation
K'e? = —2type?t, d'o? K' = —2tyg c’est-a-dire K = —ygt? + C. Finalement, la solution
de la premiére équation est 2(t) = —yot?e* +C1e? et la condition initiale donne C; = xq.
La courbe intégrale cherchée est donc la courbe (x(t),y(t)) avec
{ x(t) = (w0 —yot®)e*
y(t) = yoe*
(a) La méthode d’Euler s’écrit ici (®n41,Ynt1) = (Tn,Yn) + 2h(zy — nhyy,, yn). On a
donc en particulier
Ynt1 = (14 2h)yn = yn = (1 4 2h)"yo.
Il vient alors la relation
Tn+1 Tn, 2nh?

n+1 = (1 + 2h)zy, — 2nh*(1 + 2h)" = _ ,
Tni1 = (14 2h)z nh”(1+ )y0<:>(1+2h)”+1 (11 2h)" T anY0

(b) Posons z, = z,,/(1+2h)". On a

2y0h? 2y0h? n(n — 1)
e e —
1+on '~ =T 1T on 2

Zn4l = Zn —
et enfin, pour tout n > 1,
Tn = (14 2h)"xg — n(n — 1)h2(1 + 2h)" Ly,
(¢) Pour y (et en prenant xg =yp = 1), on a
y(nh) — Yy = eth - (1 + Qh)n _ e2nh(1 _ enln(1+2h)—2nh) _ €2nh(1 _ e—2nh2+no(h2))
et on a bien
lim max({|yn — y(tn)],0 <n < N})
h—0
Pour z, le terme en e? se traite comme pour y tandis que pour I’autre terme, on a
e—2nh2+no(h2)
(1+2h)

Chacun de ces termes converge uniformément en n € {0,..., N} vers 0 quand h
tend vers 0 (le deuxiéme terme se majore en valeur absolue par hTe?T).

(nh)2e*™ —n(n—1)h2(1+2h)"" = (nh)2e*™ (1 - ) +nh*(142n)"!



