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Exercice 1. Soient A une matrice carrée symétrique réelle inversible et b € R".
L’utilisation d’une méthode itérative pour la résolution de ’équation Ax = b consiste a
choisir deux matrices M inversible et IV telles que A = M — N et & construire une suite
(x*) définie par le choix d'une condition initiale 2° et par les itérations

MzFt = NaF +b VEew (1)

i) Donner une condition nécessaire et suffisante pour que la méthode (1) converge
quelque soit x°.

ii) Montrer que M” + N est symétrique.

On suppose dorénavant que M7 4 N est définie positive.

On a vu en cours que si A est définie positive alors la méthode (1) converge quelque
soit 2°. Dans cet exercice, on souhaite montrer la réciproque. Posons B = M~!N.
On admet le résultat suivant : Pour y € R"”, si on pose z = By, alors on a l'identité :

(v, Ay) — (2,42) = (y— 2, (M" + N)(y - 2)), (2)

ot (+,-) est le produit scalaire usuel sur R".
On suppose dans la suite de 'exercice que la méthode converge pour tout z° € R".

iii) Soit (y,)n>o une suite de vecteurs de R™ telle que
Yn+1 = B(yn) YV n > 0. Montrer que la suite («y,) telle que a,, = (yn, Ay,) est
décroissante et qu’elle converge vers 0.

iv) Montrer que si yo # 0, alors a; < ay.

v) Démontrer par I'absurde que A est définie positive (on pourra déduire ce résultat de
la question précédente, en choisissant un vecteur y, adéquat).

Exercice 2.  On décompose A en une somme de trois matrices A = D — E — F de la
maniere suivante :
A= D ,

—-F
ou D est diagonale, F' triangulaire supérieure, E triangulaire inférieure :
Dii = A“ pour 1=1lan <_E>ZJ = Aij pour 7> j <_F)U = Aij pour 1< ]
D;;=0 pouri##j (—E)i;; =0 pouri<j (=F);j =0 pouri>j

Dans chacun des trois cas, on décompose la matrice A sous la forme A = M — N.



Soit

i)

ii)

iii)

Jacobi Gauss-Seidel ‘

M=D,N=E+F | M=D—-E N=F|

1 o «
A= a 1 « (3)
a o 1
1 11
En remarquant que A = (1 —a)l +aBou B = |1 1 1], déterminer les valeurs
1 11

du parameétre réel o pour lesquelles la matrice A est définie positive.

Pour quelles valeurs de « la méthode de Jacobi est-elle convergente 7 (Penser a utiliser
B).

Pour quelles valeurs de a la méthode de Gauss-Seidel est-elle convergente 7 On pourra
utiliser 'exercice 1.

Exercice 3. Décomposition LU d’'une matrice tridiagonale :

Soient n > 2 et A € R™"™ une matrice inversible.

Pour tout k tel que 1 < k < n, on note A, la matrice appartenant a R telle que
(Ag)ij = Aij, pour 1 <i,j < k. On pose a = det(Ay) pour k € {1,..,n} et ap = 1.

i)
ii)

Montrer que si A admet la décomposition LU alors Ay admet la décomposition LUy
et calculer uyq, .., uy,, en fonction des oy, 0 < i < n.

Décomposition LU d’une matrice tridiagonale : On suppose maintenant que A
est tridiagonale, c’est-a-dire de la forme :

a by 0 0 0
C1 a2 by

0

0
0

(a) - Montrer que la suite (ay,) vérifie la relation de récurrence :
ag=1,04 =ay, Vke{2,..,n}, oap=arar_1 — br_1Cp 104 2.

(b) - On suppose que ay, # 0 pour tout k compris entre 1 et n, et on rappelle qu’alors
A admet une décomposition LU, et que puisque A est tridiagonale, L et U le sont
aussi.

Effectuer la factorisation LU de la matrice A. On exprimera les coefficients de L et
U en fonction des B = aak , 1 <k <n et des coefficients de A.

(c) Les coefficients de A é]’galllt donnés sous la forme (4), écrire un algorithme donnant

les coefficients de L et U et donner le cott de I'algorithme obtenu.




