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Exercice 1.

Calculer (si elle existe) la factorisation LU de la matrice

A =

 2 −1 1
4 −1 5
−2 −1 −9


Exercice 2.

Sans utiliser le résultat analogue démontré en exercice pour la factorisation LU, montrer
que la factorisation de Cholesky d'une matrice dé�nie positive conserve la structure bande
d'une matrice.

Exercice 3.

On considère une matrice A tridiagonale de la forme

A =



b1 c1 0 . . . 0

a2 b2 c2
. . .

...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . an−1 bn−1 cn−1

0 . . . 0 an bn


.

et on s'intéresse aux méthode de Jacobi et Gauss Seidel. pour résoudre un système linéaire du
type Ax = b. On note J , respectivement L1 les matrices (de type M−1N) associées aux deux
méthodes respectives.

On écrit aussi classiquement A = D−E−F où −E et −F désignent les parties inférieures,
respectivement supérieures deA. On note en�n CJ respectivement CL1 les polynômes caractéristiques
de J et L1.

1. Montrer que

CJ(λ) = det(−D−1) det(λD − E − F )

et
CL1(λ

2) = det((D − E)−1) det(λ2D − λ2E − F ).

2. Soit µ ∈ C∗ et A(µ) la matrice tridiagonale :

A(µ) =



b1
c1
µ 0 . . . 0

µa2 b2
c2
µ

. . .
...

0
. . .

. . .
. . . 0

...
. . . µan−1 bn−1

cn−1

µ

0 . . . 0 µan bn


.

Montrer que detA(µ) est une constante indépendante de µ (on pourra calculerQ(µ)−1A(µ)Q(µ)
avec Q(µ) = diag(µ, ..., µn)).
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3. En déduire que pour une matrice A tridiagonale, les méthodes de Jacobi et Gauss Seidel
(si elles existent) véri�ent

ρ(L1) = ρ(J)2.

4. En déduire que les deux méthodes convergent simultanément et la méthode de Gauss
Seidel converge plus vite (de manière générale) que la méthode de Jacobi.

Exercice 4.

Soit f une fonction dans C∞([a, b],R) et Pn son polynôme d'interpolation de Lagrange en
(n+ 1) points uniformément répartis sur [a, b].

1. Rappeler l'estimation obtenue de l'erreur f(x)− P (x) en x ∈ [a, b].

2. On considère la fonction f(x) =
1

x
sur [2, 3]. Montrer que le polynôme d'interpolation

de Lagrange Pn précédemment dé�ni converge uniformément sur [2, 3] vers f lorsque
n tend vers +∞.
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