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CHAPITRE 3

LPARTIE C : RESOLUTION NUMERIQUE DES EDO

3.1 Résolution numérique des EDO : définitions et notations

On part du probléme de Cauchy suivant : trouver y € C!([t,, t,+ T],R™) tel que

{y’(t) =f(t,y(1)), teltyto+T],

y(ty,) € R™ fixé. 1)

Pour que ce probleme possede une unique solution grace au théoreme de Cauchy-
Lipschitz, nous supposerons par la suite (sauf mention contraire) que la fonction f
est continue de [t,, t, + T] x R™ dans R™ et est globalemement Lipschitzienne par
rapport a sa seconde variable avec un coefficient de Lipschitz noté L pour la norme
choisie sur R™ :

Veelty,to+T], Y(y,y2) € ®R™?  f (6, y2)—F (& yDI < Llly, =yl

Une méthode de résolution approchée du probleme (1) consiste d’abord a effectuer
une subdvision de I'intervalle de définition de y

N—1
[to to+ T1= LN, Y], NeN
n=0

puis a construire une suite (y")o<,<y telle que y" approche y(t") pour tout n €
{0,..,N}.

Dans la suite de la construction, pour des raisons de clarté, les indices N seront
omis. De plus, on se restreindra au cas scalaire m = 1 et aux méthodes a pas de
temps constant, a savoir :

T
vVne{0,..,N}, t,=t,+nAT avec AT = N
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3.2 Méthode d’Euler explicite

Définition : On appelle méthode de résolution approchée d’Euler explicite (a pas
de temps constant) du probleme (1), la construction pour tout N € N* de la suite
finie (¥,)o<n<n telle que

€ R™ fixé,
{J’o 2)

Vo1 =Ya FATf(t,,y,) 0<n<N-1.

Dans toute la suite, on désignera par e, ’erreur commise en remplacant y(t,)
par y, :
€n :yn_.y(tn)-

thy1
Remarque : La méthode d’Euler revient en fait a approcher I'intégrale f y'(t)dt
tn
par la valeur (t,,; —t,)f(t,,y,), Cest a dire a utiliser la méthode de quadrature
élémentaire des rectangles a gauche.

3.3 Convergence de la méthode d’Euler explicite

Théoreme 1. : la méthode d’Euler explicite définie par la relation (2) vérifie Uinégalité
suivante valable pour tout n € {0, ..., N} et toute solution y du probléme (1) :

enLAT_l , CLAT
leall € == (AT, ) + €47 e |

oll w désigne le module de continuité d’'une fonction :

w(0,8)= max llg(t)—g(t)l

{(t,t)elto,to+T1% / |t/—t|<5}
et L la constante de Lipschitz de f par rapport a la seconde variable.

Démonstration. : On commence par démontrer deux Lemmes techniques trées utiles :

Lemme 1. soit (z,),cy une suite réelle telle que

29 =0,
Zne1 <Az, +B (n€N)

olt A et B sont deux réels tels que A> 1 et B > 0. On a l'inégalité suivante valable pour

toutne N :
e —1

Q

z, < e, + B
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avec Q = A—1 et la convention

e"?—1

Q

=n lorsque Q =0.

Démonstration. On démontre ce résultat en appliquant n fois la propriété de la suite

(Zn)neN :
n

2, <Az, + -

1 B lorsque A>1,
2, <29+ nB lorsque A=1

et en remarquant que
A=Q+1<e? O

Lemme 2. soit (2,),ey une suite réelle et (h,, a,),ex € (RN tels que :

2o =0,
Zne1 < (1+hy)z, + a,.

En notant
n—1

to - O et tn - Zhl (n S N*),

i=0

on a l'inégalité suivante valable pour tout n € N :
n—1
2z, < ez + Z eltn—tin) g,
i=0

Démonstration. : 1l suffit d’adapter la démonstration précédente O

Pour démontrer I'estimation de I’erreur de la méthode d’Euler, on considéere une
fonction y solution du probléme (1). On a:

tnt1
y(tp) = y(t,) + f y'(t)dt
tn
]

=y(t,)+ATf(t,, y(t,))+ J ()= y'(t,))dt

tn

=y(t,) +ATf(t,,y(t,)) +e,
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ths1

ennotant g, = f (y'(t)— y'(t,))dt. On peut rapprocher cette égalité de la définition
t

(2) de la suite des approximations :

.yn+1 :yn+ATf(tn7yn)

En soustrayant ces deux égalités et en utilisant la définition du module de continuité,
on obtient

1Y (trs1) = Yol S Ny (£) = yall + LAT |y (£,) = yall + AT (AT, y).

On se trouve alors dans les conditions d’application du Lemme 1. Il vient :
enLAT _ 1
LAT
(€)= 3l = lleall < €47 legl| + “———AT (AT, )

et le résultat annoncé est bien démontré O

Le corollaire suivant peut étre déduit de la convergence de la méthode d’Euler :

Corollaire 1. soit la suite de fonctions (uy ) yen définies sur [ ty, to+T ] par interpolation
affine entre les points (t,)o<n<n pour lesquels uy(t,) = y, ot la famille (y,)o<n<n €St
construite suivant la méthode d’Euler (2) avec y, € R™ fixé. Alors uy converge dans
L([ty, to+ T1,R™) vers lunique solution y de (1) telle que y(t,) = ¥,.

Démonstration. : Soit N fixé et t € [t,,t, + T[. On note n 'unique entier compris
entre 0 et N — 1 tel que t € [t,, t,,1[.On a alors 'estimation suivante :

llun (£) = y (O] < lluy (£) = yull + 1lyn = y (€I + 1y (£,) = y ()]
< luy () = yall + llea| + (AT, y).

uy étant affine sur [t,,t,,,], on a

lun (€)= Yall S 1Ynsr = yall = AT (80, y,)l

Il suffit donc pour conclure a 'uniforme convergence de u, vers y de montrer que
¥, reste borné indépendament de n et N. Pour cela, on remarque d’abord que

Y niall < Nyall + AT (e, y I < Myall + AT (80, O + Ly,
<(A+ATL)ly,ll+AT max __||f(¢,0)]
t€lto,to+T]

et on utilise ensuite le Lemme 1 :
TL

= _max_[If(;,0)]

yall < e lyoll +
€[to,to+T]
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L'estimation de I'erreur donnée dans le Théoréme 1, peu utilisable en pratique
(car dépendant de la fonction y’ a priori inconnue) peut étre reformulée ou améliorée
avec des hypotheses supplémentaires sur f :

Proposition 1. Les notations et hypothéses du Théoréme 8 sont conservées. On note K
un compact de R™ tel que y ([ty, to+ T]) CK et Q=[ty,to+ T]x K. Alors :

nLAT _q

el|<C
leall -

+e" AT leg|

avec

C=LAT sup ||f(t,2)l[+supw (AT, t — f(t,2))
(t,2)eQ z€K

Si de plus f € C1(Q,R™), on a pour tout n € {0,...,N}
tTl
e, || < ATJ ety (2)||dz + e AT e |
to

et
nLAT _q

e |

AT e
e || < =— max ||[f(¢t,z
|e |l 2 (t,Z)EQHf (t,2)ll

Démonstration. : La premiere inégalité revient seulement a déterminer I'expression
de w(AT,y’) en fonction de f. On a pour tout (s,s’) € [ty, to+ T]* :

Y )=y'(s)=f(',y(s))—f(s,y(5))
=f(s,y(N=fGy6)N+ (s, y())—f(s,y(s))

et ainsi

Is"=s| S AT = |ly'(s) = YN < LIy () =yl + w(AT, t = f (¢, y(5)))
< LAT sup |ly' (&)l + (AT, t = f(t,y(s))

Eels,s']
< LAT sup [|f(t,2)||+supw(AT,t — f(t,2))
(t,2)eQ z€K

Pour démontrer la deuxieme inégalité, on remarque tout d’abord que
tn+1

Yne{0,..,N—1}, y(tn+1)=y(tn)+f y'(s)ds = y(t,)+ ATf(t,,y(t,))+a,

ty

thi1 S
a, = f (J y"(2)dz)ds
ty ty

avec
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En raisonnant alors exactement comme dans la démonstration du Théoréeme 8 (avec
a, a la place de ¢, et en utilisant cette fois le Lemme 2), il vient

—1 n—1 tit1 s
e, |1 —e™ 27 [legl] < Z bt gy < ) eHetin) J ( J ly"(2)lldz)ds

n—1 tiv1 tiv1
< J (J "= y"(2)||dz)ds
i=0 J t; t;

L L

tn
Tf " ||y (2)]|dz.
to

IA
>

La derniére inégalité se déduit de la méme fagon que la précédente en utilisant la
majoration de a,, suivante :

2 2
T
max _{|y”(s)l| < max [|f (¢, 2)]]
] (t.2)€Q

to,to+

o, |l <

3.4 Meéthode d’Euler implicite

Il existe une version implicite de la méthode d’Euler qui peut s’avérer a 'usage
mieux conditionnée que la version explicite (voir exemple ultérieurement).

Définition : On appelle méthode de résolution approchée d’Euler implicite (a pas de
temps variable) de I'équation (1), la construction valable pour tout N € N* tel que
ATL < 1 d’une suite finie (y,)y< <y Vérifiant

{ Yo € R™ fixé,

7
yn+1:yn+ATf(tn:yn+1) 0<n<N-1. ( )

Théoreme 2. : la méthode d’Euler implicite est convergente au sens suivant : si on note
L . . .
L, = ————, on a une estimation de Uerreur commise :
1—LAT
eLl(fn_fo) —1
Vne{0,..N} el < ——F—— W(ATy') + el ]|
1

si f est seulement continue. Si f est continiiment dérivable, on a de plus

AT

tTl
leall < -—— J ey (s)llds + "7 leg .
1-LAT |,
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Démonstration. La démonstration de ce théoréme est réalisée en exercice (voir feuille
de TD).

3.5 Cas général d’'une méthode a un pas

On s’intéresse a présent a étudier les propriétés générales des méthodes a un pas
(dont la méthode d’Euler est un cas particulier).
Pour rappel une méthode de résolution approchée du probleme (1) a un pas
consiste d’abord a effectuer une subdvision de I'intervalle de définition de y
N—1
[to, to+T]= U[tﬁ’, tN.], NeN
n=0

puis a construire une suite (y")o<,<y telle que y" approche y(t") pour tout n €
{0,..,N}.

Dans la suite de la construction, pour des raisons de clarté, les indices N seront
omis. De plus, on se restreindra au cas scalaire m = 1 et aux méthodes a pas de

temps constant, a savoir :
T
Vne{0,..,N}, t,=t,+nAT avec AT = N

Définition 1. On appelle méthode de résolution approchée explicite a un pas (et a pas
de temps constant) du probléme (1), la construction pour tout N € N* d’une suite finie

(¥ndosnen telle que

{ Yo € R fixé,

3
}’n+1:)’n+AT‘I’(tm_)’n;AT) OSHSN—]_, ( )

ot ® désigne une fonction continue de [ty,t,+ T]x R x [0, T] dans R.

La méthode d’Euler explicite est donc un cas particulier d'une méthode a un pas
ou:
V(t,y,h)E[to,t0+T]XRX[O,T], q’(t:}’;h):f(t;.)’)

3.6 Consistance, stabilité, convergence et ordre d’une
méthode a un pas

On définit ci-dessous les différentes propriétés importantes éventuellement satisfaites
par une méthode a un pas.
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Définition 2. On dit qu’une méthode a un pas de type (3) est consistante avec probléme
(1) si pour toute solution y de celui-ci, on a

hm le |=0

ol
gn = y(tn+1) _y(tn) - AT(I)(tnay(tn)aAT)

Définition 3. On dit qu'une méthode a un pas de type (3) est stable si pour tout entier
N € N* et pour toute famille (2,,)o<,<n Solution de la relation de récurrence perturbée
parleréel g, :

2z, € R fixé,
Zop1 =2, + AT®(t,,2,,AT)+e, 0<n<N-1,

on a la relation

N-1
O<m<2}3( |zn_yn| < M|Zo_}’0| +M/ZO|EH|
n=

ou M et M’ sont des constantes indépendantes de y,, z, et N.

Définition 4. On dit qu’une méthode a un pas de type (3) est convergente si pour toute
solution y du probléme (1)

lim  max y(t,) =yl =

N—-+00 0<n<N

Yo=Yy (to)
Définition 5. On dit qu'une méthode a un pas de type (3) est dordre p € N*si ® et f
sont p-fois contintiment différentiables sur leur ensemble de définition et si pour toute
solution y du probléme (1), il existe une constante C > 0 indépendante de N telle que

N—-1
VN €N, > |e,| <C(ATY
n=0
ol
en=Y(t1)—y(t,)—AT®(t,, y(t,),AT) (0<n<N-1).

Remarque : La notion de consistance revient en fait a s’assurer que la méthode

considérée est cohérente (ou consistante) avec le probleme initial. La stabilité signifie
que les éventuelles erreurs numériques commises dans I’évaluation des termes de la
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suite d’approximations sont controlables. Enfin, la notion d’ordre est reliée avec la
vitesse de convergence d’'une méthode si celle-ci est stable.

Les sous-paragraphes suivants vont s’efforcer de donner des conditions nécessaires
et/ou suffisantes sur ® permettant de vérifier ces différentes propriétés. A noter que
les deux lemmes vus dans la démonstration de convergence de la méthode d’Euler
seront en particulier réutilisés.

Les démonstrations de ces théoremes ne sont pas exigibles et sont présentées a
titre indicatif, sauf la démonstration de la convergence (théoréme 5).

3.6.1 Consistance d’une méthode explicite a un pas

Théoreme 3. : une méthode explicite a un pas de type (3) est consistante si et seulement
st

V(t,y) €[ty to+T]xR, &(t,y,0)=f(t,y).

Démonstration. : Soit e, = y(t,1)—y(t,) —AT®(t,,y(t,),AT) (0<n<N-1).

Par le théoréeme des acroissements finis, on sait qu'il existe c, €]t,, t,,;[ tel que
e, = AT f(c,, ¥(c,)) — AT®(t,,, y(t,), AT) = AT(a, + f3,)

avec

{an = f(CnJ y(Cn)) - (I)(Cn’ y(Cn), O),

/311 = (P(Cnl y(cn)x 0) - ¢(tn’ y(tn)1 AT)'
. ([te,to+T]1x[0,T]>R
Comme la fonction  : Lto, tg Ix[ ]
(t,h) — &(t, y(t),h)
compact [ty,to+ T] x [0, T], donc uniformément continue, on peut affirmer que

) est continue sur 'ensemble

Ve >0,3dN, eN*, YN > N,, Vn€{0,...,N—1}, |B,| < e.

Ainsi, pour N > N,,

N—-1 N—-1 N—-1
’ZW —ZAT|an|)s STATIB| <eT.
n=0 n=0 n=0

De plus, par définition de I'intégrale de Rieman,

to+T

N—1
ngganATlaA:J £(6 ¥(e)—2(e, ¥ (6), 0)lde.
n=0 to
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Au vu de la définition et des remarques précédentes, une condition nécessaire et
suffisante de consistance de la méthode étudiée est donc que pour toute solution y
de (1) on ait

Veelty, to+T], f(t,y(t))=2(¢, y(¢),0). (4)

Or, pour tout couple (t*, y*) € [t,, t,+T]xR, il existe par le théoréme de Cauchy-

Lipschitz une (unique) solution y définie sur [t,, t, + T] du probleme de Cauchy

suivant :
{y’(t) =f(t,y()), telteto+T]
y(t)=y"
En écrivant la relation (4) en t* pour cette fonction, également solution d’'un probléme
de type (1), on obtient :
(%, y*,0)=f(t%y")
ce qui est bien le résultat recherché m

3.6.2 Stabilité d’'une méthode explicite a un pas

Théoreme 4. : pour qu’'une méthode explicite a un pas de type (3) soit stable, il suffit
que la fonction ® soit Lipschitzienne en y, a savoir qu'il existe A > O tel que

V(t,y1,¥2,h) €lto, to+ TIxR*x[0,T], |®(t,y5,h)—¢(t,y1, )| < Aly, — ¥l
On peut alors prendre comme constantes de stabilité M = M’ = T,

Démonstration. : En conservant les notations de la définition de la stabilité, on peut
écrire sous les hypotheses du théoréme :
|yn+1 _Zn+1| = |yn -z, t AT (q)(tn: Yns AT) - q)(tnazm AT)) - gnl
< (1 + AAT)'.Yn _an + |8n|

Gréce au Lemme 2, on a alors

n—1

Y =20l < €T [y — 50| + Y eI |g |
i=0

N-1
AT AT
<e'|yo—zlte Z|3i|
i=0
ce qui clot la démonstration m

Remarque : Etant sous forme d’exponentielles, les constantes de stabilité peuvent
malheureusement étre tres grandes (voir exemples ultérieurs). Cette estimation ne
peut en fait étre améliorée dans le cas général (voir I'exemple trivial ou y’ = Ay
avec A > 0).
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3.6.3 Convergence d’'une méthode explicite a un pas

Théoreme 5. : si une méthode explicite a un pas est stable et consistante, alors elle est
convergente.

Démonstration. :Onposee, = y(t,.1)—y(t,)—AT®(t,, y(t,),AT) (0<n<N-1).
La famille (2,,)o<,<n_; Solution de la relation de récurrence perturbée

ZO :y(tO)a
Zne1 =2, + ATO(t,,2,,AT)+¢, (0<n<N-1)

vérifie facilement par construction méme :
Yne{0,..,.N}, z,=y(t,).

La méthode considérée étant stable et consistante, il vient respectivement

N—1
/
Jmax |y, —y(6,)] < Mlyo—y(to)| + M Z el
n=

et
N—-1
N1—1>1-’}—nooZ |8n| =0.
n=0

En regroupant ces deux résultats, on a bien démontré la convergence de la méthode,
a savoir :
lim max |y(tn)_.yn| =0

NS+00  0<n<N
Yo—¥(to)

O]

Le corollaire suivant permet de déterminer une condition suffisante de convergence
d’une méthode simplement a partir d’informations sur & :

Corollaire 2. si la fonction ® associée a une méthode explicite a un pas est Lispchitzienne
par rapport a la variable y et si

V(t,)’) € [t07 tO + T] xR q)(t7.y)0) :f(tzy)z
alors la méthode est convergente.

Démonstration. : Il suffit d’utiliser les Théorémes 3, 4 et 5 O

Remarque : On retrouve avec ce corollaire que la méthode d’Euler explicite est bien
convergente.
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3.6.4 Ordre d’'une méthode explicite a un pas

Théoreme 6. : une méthode explicite a un pas de type (3) est dordre p € N* si
et seulement si ® et f sont p-fois continiment différentiables sur leur ensemble de
définition et si

l

2 (t.y.0) = ——1(e,), (5)

Vie{0,...,p—1}, V(t,y) <[ty to+T]xR, ETN

ot fI(t, y) désigne la l-iéme dérivée totale de f suivant les caractéristiques du probléme
(1) :
{f[o](t,y) =f(t,¥),
FE e y) = 8 W, )+ 9, (e, ) f(ty) (0<k<p—1).

Démonstration. : Condition suffisante : on remarque tout d’abord que si f € CP([t,, to+
T] x R,R), alors toute solution y de (1) appartient a C**'([t,, t, + T],R) et vérifie

Vl € {O, "':p}> Vt € [to, tO + T], y(l+1)(t) = f[l](t>.)’(t))

On écrit alors la relation de Taylor-Lagrange a l'ordre p pour la fonction h —
®(t,,y(t,),h) entre O et AT :

(AT) o
p! Jhp

ATY B )0+

TRRETY @t y(60), 4,)

®(t,, y(t,),AT) = Z

(A, €]0,AT[) et a I'ordre p + 1 pour la fonction y entre t, et t,,; :

Yt =) =3 B o) 4

k=1

(AT)p+1

(p+1)! _y(PH)(Cn) (c, €lty, thal)

S (AT oy ATy
=2 ST N+ e,

En soustrayant ces deux égalités apres un changement d’indices (k =1 + 1), il vient

€n :y(tn+1)_y(t )_Ach(tn)y(t ):AT)

Z (AT)Z+1 [f[”(tmy(t n)) 3l¢(tn,y(tn),0)]

B [+1 dh!

N (AT)P“ [ (p+1)(cn) B op
p! p+1 ohp

AT)PH! (p+1)(cn) op
BT ) 2 a2

<I>(tmy(tn),7kn)]
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grace a la relation (5). Ainsi, avec la régularité supposée de ® et f

iC>0, Vne{0,..,N—1}, |g,|<C(AT)PH.
En sommant ces N inégalités, on trouve bien que la méthode est d’ordre p. Condition
nécessaire : on raisonne par 'absurde en supposant que la méthode est d’ordre p et
que la relation (4) est violée a partir d’'un certain [ € {0,...,p — 1}. En écrivant les
mémes égalités de Taylor-Lagrange que précédemment mais cette fois a 'ordre [ +1
et [ + 2 respectivement, il vient

I+1 (1] l
= Bl gy, 0] +o(aTy™)

puis en sommant

No1o 1 =
; (A;)l ‘ - ﬁ;AT|¢(fn)| +O(AT)
[to,to+T] >R
ol v désigne la fonction continue v : - f[”(t,y(t)) . 9! a(t, y(t),0)

[+1 dht
On déduit alors par passage a la limite dans les deux membres de la derniére

égalité lorsque AT tend vers 0 que

0=1 f 1 (s)lds

to

ce qui implique immédiatement que pour toute fonction y solution de (1)

fU,y(0) 8! _
1 —ahl<1>(t,y(t),0)—0.

En raisonnant comme dans la fin de la démonstration du Théoréme 3, on en déduit
facilement que

Vte[tO) t0+T:|: 1/)(t):

2! GRS
t* y*) ety to+ T] xR —&(t*, y*,0) = —=
V(e y*) €lto to+T] 7 2(5Y70) T 1
ce qui achéve la démonstration par 'absurde O

Remarque : On retrouve facilement avec ce théoreme que la méthode d’Euler est

exactement d’ordre 1.

Cette présentation générale des propriétés des méthodes a un pas va permettre
a présent dans le dernier paragraphe de construire des méthodes d’ordre plus élevé
que les méthodes d’Euler, et donc plus précises (méthode de Runge Kutta).
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3.7 Résolution approchée : les méthodes de Runge-
Kutta

La famille des méthodes de Runge-Kutta explicites construites dans ce paragraphe
(et a laquelle appartient la méthode d’Euler explicite) est un exemple important de
méthodes explicites a un pas.

3.7.1 Définition

On suppose pour simplifier que m =1 et que le pas de temps est constant :

AT = —,
N

t,=to+nAT (0<n<N).

Définition : Soit ¢ € N* et (a; ;)1<j<i<q> (Di)1<i<q €t (¢1)1<i<q trois familles de
coefficients réels (avec c; € [0,1]). On appelle méthode de résolution approchée de
Runge-Kutta explicite a un pas (et a pas de temps constant) du probléme (1), la
construction pour tout N € N* de la suite finie (y,)o<,<y telle que

(v, € R™ fixé,
tn,j == tn+CjAT, 1 S] Sq,
i—1

< yn,i =Yn + ATZai,jf(tn,j: yn,j): 1<i< q, (6)

j=1

q
Ynt1 = Ya t ATZ bif(tyjs¥nj), 0<n<N-—1.
\ j=1

On représente conventionnellement une méthode de Runge-Kutta par le tableau de
ses coefficients rangés de la maniére suivante :

cl‘ 0

2 ‘ a1 0

(e

Cs‘ azp a3, 0

¢
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Remarque : Il est également possible de définir des méthodes de Runge-Kutta implicites.

Dans ce cas, le tableau des coefficients n’est plus triangulaire inférieur strict mais
rectangulaire.

3.7.2 Interprétation

Pour mieux comprendre la définition des méthodes de Runge-Kutta, les formules
(6) sont a rapprocher de celles valables pour toute solution exacte y du probleme

(1) :
y(tn) =y(t,) +ATJ f(t, +uAT, y(t, +uAT))du, 1<i<q,
° 1
y(t)=y(t,)+ ATJ f(t, +uAT,y(t, +uAT))du 0<n<N-1.
0

Le principe des méthodes de Runge-Kutta consiste donc a approcher successivement
par une méthode de quadrature, y(t,;) pour touti € {1,...,q}, puis y(t,,;) a l'aide
des précédentes valeurs calculées.

Ainsi, les familles de coefficients (a; ;); <j<i<q €t (b;);<i<, SONt associées aux méthodes
de quadrature :

( Ci i—1
Jg(t)dmzai,jg(cj), 1<i<gq,
0

j=1

1 q
f g(t)dtszjg(cj).
\ 0

j=1

On obtient ainsi deux premieres conditions (qui seront supposées vérifiées dans
toutes la suite) sur les familles de coefficients pour que les méthodes de quadrature
soient au moins d’ordre 0 (C’est a dire exactes sur les constantes) :

Vie{l,..,q}, ¢ = Zai’j (7)

et .
1=>"b,. (8)

En particulier, ceci impose que ¢; = 0 (et aussi par conséquent t, ; = t, et y, ; = y,).
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3.7.3 Stabilité des méthodes de Runge-Kutta explicites

Les méthodes de Runge-Kutta explicites sont un cas particulier de méthodes
explicites a un pas correspondant a une fonction $ égale a :

q
®(t,y,h) =D byf(t +ch, )
j=1

ou la famille (y;);<;<, est définie pout tout (¢, y, h) par

i—1

j=1
On a alors le résultat suivant :

Proposition 2. Les méthodes de Runge-Kutta explicites sont stables et la constante de
stabilité M = e est donnée par les relations (10) et (11).

Démonstration. : Grace au Théoreme 4, il suffit de montrer que ® est Lipschitzienne
par rapport a la variable y. Pour cela, soit

i—

1
a=maxZ|aij|. (10)
1<i<q P ’

Si (¥i)1<i<q €t (21)1<i<q sont deux familles construites suivant la formule (9) (a partir
de y et z respectivement), on montre aisément par récurrence 'inégalité

Y=zl < (1+(@Lh) + ..+ (alh) ™) |y —2

ou L désigne la constante de Lispschitz de f par rapport a sa deuxieme variable. On
peut alors écrire pour tout (t,h) € [ty t,+ T]x[0,AT]:

q
[@(t,y,h)—®(t,2,h)| < > |bj|Lly; — 2| < Aly —z|
j=1
ol

q
A=L)|bj|(1+(aLAT) + ...+ (aLATY ™), (11)
j=1

ce qui acheve la démonstration m
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Remarque : On peut estimer le coefficient A lorsque le pas de temps AT est petit
et lorsque les coefficients b; sont tous positifs : en effet, dans ce cas et grace a la
relation (8), on a

1—(aLAT)! L

A<L(1+(aLAT)+...+(aLAT)Y ) =1L
(1+(a ) (a )T T alAT

1
SiAT K —.
al

3.7.4 Convergence et ordre des méthodes de Runge-Kutta explicites

Théoreme 7. : toute méthode de Runge-Kutta explicite vérifiant (6) (7) et (8) est
convergente et d’ordre 1 (si f est C'). Une condition nécessaire et suffisante pour qu’elle
soit d'ordre 2 (si f est C2) est que ses coefficients vérifient en outre :

d 1
j=1
Démonstration. La preuve de ce théoréme est demandée en exercice (voir feuille de
TD). l

Remarque : Les conditions nécessaires et suffisantes sur les coefficients pour obtenir

des méthodes de Runge-Kutta d’ordre supérieur a 2 deviennent rapidement tres
complexes a exprimer. Elles sont données par les solutions d'un systéme polynomial
a plusieurs indéterminées. Le recours a un logiciel de calcul formel comme Maple
s’avere alors tres utile : voir [GH] pour un exemple de détermination de méthodes
de Runge-Kutta d’ordre 3 par résolution du systéme associé avec la méthode du
résultant.

Exemples
(i) g =1 : on a nécessairement b, = 1 et la méthode se réduit a :

Yer1=Ynt (tn+1 - tn)f(tn:yn)-
On retouve la méthode d’Euler explicite étudiée au paragraphe précédent.
(ii) ¢ = 2 : pour tout a € [0, 1], on construit des méthodes de Runge-Kutta d’ordre
2 avec le tableau
o 0
a ‘ a 0

1 1
1— = —
2a 2a
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En particulier, lorsque a = 1, la méthode (dite de Heun ou d’Euler Cauchy) s’écrit

Vae = Y+ e L (6 7+ (6 + AT,y + ATF (6,3,

1
et lorsque a = > la méthode (dite d’Euler modifié ou du point milieu) s’écrit

AT

AT
Yn+1 :yn+ATf (tn+77yn+7f(tn:yn))'

(iii) ¢ = 4 : un exemple de méthode de Runge-Kutta fréquemment utilisé dans la
pratique est le suivant :

0

1‘1

21 2

1 1

Lo !l

2

1\0 01
‘1221

6 66 6

On peut montrer que cette méthode est d’ordre 4 (voir par exemple [CrMi]).

Remarque : Lorsque 5 < q < 7 (respectivement 8 < q), on montre que les méthodes

de Runge-Kutta explicites sont forcément d’ordre inférieur a ¢ — 1 (respectivement
q—2).
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