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TD no9 : Méthodes de Runge Kutta (correction)

Exercice 1.

On reprend l'expression de la fonction Φ pour une méthode de Runge Kutta :

Φ(t, y, h) =

q∑
j=1

bjf(t + cjh, yj)

où la famille (yi)1≤i≤q est dé�nie pout tout (t, y, h) par

yi = y + h

i−1∑
j=1

ai,jf(t + cjh, yj), 1 ≤ i ≤ q.

On calcule alors

∂Φ

∂h
(t, y, h) =

q∑
j=1

bj

(
cj∂tf(t + cjh, yj) + ∂yf(t + cjh, yj)

∂yi
∂h

)
avec

∂yi
∂h

=

j−1∑
k=1

aj,kf(t + ckh, yk) + h

j−1∑
k=1

aj,k

(
ck∂tf(t + ckh, yk) + ∂yf(t + ckh, yk)

∂yk
∂h

)
.

En particulier,

∂yi
∂h

(t, y, 0) =

j−1∑
k=1

aj,kf(t, y) = cjf(t, y)

et
∂Φ

∂h
(t, y, 0) =

q∑
j=1

bjcj (∂tf(t, y) + ∂yf(t, y)f(t, y)) = (

q∑
j=1

bjcj)f
[1](t, y).

On obtient donc bien la condition nécessaire et su�sante

q∑
j=1

bjcj =
1

2

pour qu'une méthode de Runge-Kutta soit d'ordre 2.
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Exercice 2. On considère la méthode de Runge Kutta, dé�nie par le tableau :

0 | 0
(M2) 2

3 | 2
3

(M3) 2
3 | 0 2

3
− − − − −

(M) 1 | 1
4

3
8

3
8

1. (M2) s'écrit ∫ 2
3

0
f(x)dx ' 2

3
f(0)

Cette méthode (rectangles à gauche) est d'ordre 0.

(M3) s'écrit ∫ 2
3

0
f(x)dx ' 2

3
f(

2

3
)

Cette méthode (rectangles à droite) est d'ordre 0.

(M) s'écrit ∫ 1

0
f(x)dx ' 1

4
f(0) +

3

4
f(

2

3
)

Cette méthode est d'ordre 2 : elle est exacte pour les constantes, pour f(x) = x (car
1
2 = 1

2) et pour f(x) = x2 (13 = 1
3). Par contre, elle n'est pas exacte pour f(x) = x3.

2. Pour passer de yn à yn+1, on e�ectue les opérations suivantes :

yn,1 = yn

yn,2 = yn +
2

3
∆Tf(tn, yn,1)

yn,3 = yn +
2

3
∆Tf(tn +

2

3
∆T, yn,2)

yn+1 = yn +
1

4
∆Tf(tn,, yn) +

3

8
∆Tf(tn +

2

3
∆T, yn,2) +

3

8
∆Tf(tn +

2

3
∆T, yn,3)

3. La méthode est au moins d'ordre 2 car 0 ∗ 1
4 + 2

3 ∗
3
8 + 2

3 ∗
3
8 = 1

2 .

Exercice 3.

1. On écrit les conditions pour que la méthode de quadrature soit d'ordre 2 :
a + b + c = 1

b

3
+

c

2
=

1

2
b

9
+

c

4
=

1

3

et on trouve facilement (a, b, c) = (12 ,−
3
2 , 2).
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2. (a) M2 s'écrit ∫ 1
3

0
f(x)dx ' 1

3
f(0)

Cette méthode (rectangles à gauche) est d'ordre 0. M3 s'écrit∫ 1
2

0
f(x)dx ' 1

2
f(

1

3
)

Cette méthode est d'ordre 0.

(b) Pour passer de yn à yn+1, on e�ectue les opérations suivantes :

yn,1 = yn

yn,2 = yn +
1

3
∆Tf(tn, yn,1)

yn,3 = yn +
1

2
∆Tf(tn +

1

3
∆T, yn,2)

yn+1 = yn +
1

2
∆Tf(tn,, yn) +

−3

2
∆Tf(tn +

1

3
∆T, yn,2) + 2∆Tf(tn +

1

2
∆T, yn,3)

(c) (La méthode est (au moins) d'ordre 2 car

−3

2
.
1

3
+ 2.

1

2
=

1

2

3


