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Exercice 1. Résoudre graphiquement le probléme
min f(z,y) = z* +3°, (z,y) € R?,
sous les contraintes

0—2xr—y <0,
3—y<0.

Exercice 2.

1. Soient f : R? — R une fonction affine et g : R — R une fonction
convexe. Montrer que g o f est convexe.

2. En déduire que la fonction (z,y) € R? — |z — gy est convexe.
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3. Soit h : R? — R définie par h(z,y) = 53:2 + 5(3/ — 1), Est-elle

convexe ?

4. On considére la fonction J : R? — R définie par
Lo, 1 2
J(z,y) = 527+ 5y = )"+ ]z —yl.

et on s’intéresse au probléme de minimisation

min J(z,y). 1
(z,y)eR? (@) o
(a) Montrer que J est strictement convexe.

(b) Montrer que J est différentiable en tout point (z,y) € R? tel que
x # y et calculer VJ(x,y).
Indication : on peut distinguer les deux cas = > y et x < .



(c) Montrer que
2 Lo oy 1

(d) Montrer que le probléme de minimisation (1) admet une et une
seule solution (g, o) € R2.

(e) Montrer que nécessairement o = .
Indication : on peut raisonner par I'absurde et supposer que xg #
yo et utiliser la condition d’optimalité en (zg, yo).

(f) En minimisant la fonction ¢ € R — J(t,t) trouver (zg,yo).

Exercice 3. On considére la fonction

Glav) = 5o+ + (o =y — 4, (2,y) €R

1. Est-elle convexe ? Est-elle strictement convexe ?

2. On considére le probléme d’optimisation

min F(x,y), (z,y) € R?, avec
(2) § Glz,y) =0,
y > 0.

ou

F(z,y) = %(ﬂcQ +1°).

On admet dans la suite que ce probléme admet au moins une solution

globale.

(a) Est-il un probléme convexe ?

(b) Justifier pourquoi toute solution de ce probléme doit réaliser les
conditions KKT.

(c) Ecrire les conditions KKT.

(d) Trouver toutes les solutions globales du probléme.



Corrigé de ’exercice 1: Il s’agit de trouver le point le plus proche de
Uorigine dans le polyédre défini par les contrainte. On trouve le point ....
Corrigé de ’exercice 2:

1. Pour tous A € [0,1] et z,y € R?, on a
9(fAz+(1=N)y) = g(Af(2)+(1=A) f(y)) < Ag(f(2))+(1=N)g(f(¥))-

2. 1l suffit d’appliquer le résultat précédent quand f(xz,y) =z —1y (f est
affine) et g(t) = |t| (g est conveze).

8. La matrice hessienne de h est l’identité. Elle est donc définie positive
en tout point. h est strictement convexe.

4. (a) J est la somme d’une fonction strictement convezxe et d’une fonc-
tion convexe. J est donc strictement convexe.

(b) On a J(z,y) = h(z,y) + g(f(z,)) avee g(t) = [t] et f(z,y) =
x—y. h et f sont polynomiales donc différentiables en tout point
de R?. La fonction g est dérivable sur R*. Par composition, h est
différentiable en tout point (z,y) € R? tel que f(x,y) # 0. De

i ) oh )
J /
o ) = 5 (9) + 5 (9)g (),
a.J oh ) ,
o) = 5 (@.0) + G (@) ()
Puisque ¢'(t) = signe(t), on a
a.J

. 0J .
g (o) = signew —y). 5 (e.) =y~ 1~ signe(x — ).

(¢c) Ona J(z,y) —[1(22 +y?) — 3] =322+ 1 (y—2)2 > 0.

(d) J est continue sur R%. D’apres l'inégalité précédente My () |—s 400 J (T, Y) =
+00. Donc J admet un minumum sur R%. Ce minimum est unique
car J est strictement conveze.

(e) Sixo # yo, J est différentiable en (zo,yo) et forcément NV J(zo, yo) =
0, c’est-a-dire zo+signe(xo—1yo) = 0 et yo— 1 —signe(xg—yo) = 0.
St xg < yo alors xg =1 et yo = 0 ce qui est absurde car xo > yg.
St xg > yo, xo = —1 et yo = 2 > xq, ce qui est aussi absurde.

(f) Puisque nécessairement yo = xo, on a forcément min , ,)e g2 J(7,y) =
J(xo,90) = J(xo,x0). Forcément xo réalise aussi le minimum de
t = J(t,t) = 22+ (t — 1)? dont le minimum est atteint en
t=1/2.



Corrigé de ’exercice 3:

1. On a D*G(z,y) = ( _31 _31 > . Les valeurs propres de cette ma-

trices sont strictement positives car A1 + g =6 > 0, A\{Ay =8 > 0.

D?G est donc DP en tout point et G est strictement conveze.

2. (a) Bien que F est convexe le programme n’est pas convexe car la
contrainte s’écrit —G(x) < 0 et —G est concave mais pas convexe
(car non affine) (le domaine admissible n’est pas conveze).

(b) Soit (xo,y0) un point solution. Siyo > 0 et G(xo,y0) > 0, le point
est a lintérieur du domaine admissibilité. La condition d’optima-
lité s’écrit VF(xo,yo) = 0 et les conditions KKT aussi. Si par
contre yo = 0 ou G(xo,y0) = 0 on montre facilement que le point
est qualifié.

(c) Les conditions KKT s’écrivent :

T 3x —y 0 0
) (Gt ) () -(5)
avec \1 > 0, A2 > 0, (z,y) € C et MG(z,y) =0, oy = 0. On
distingue trois cas
— Si G(z,y) > 0, alors \; = 0. Dot x = 0 et y = Aa. Puisque
Xy =0, onay =0. Dou (x,y) = (0,0). Ce n'est pas un
point admissible.
— Siy =0 et G(x,y) = 0, alors 2% = %, (1 =3X)z =0 et
a1 — Ao = 0. D'ou, \; = 1/3, 2 = 3)\2 < 0. Soit x = 2,/2/3,
y=0,\ =1/3, Ay =2Y2

3V3'
— Siy >0 et G(x,y) =0, alors nécessairement Ay =0 et

(1 — 3)\1)$ + My =0, Mz + (1 — 3/\1)y =0.
Puisque (x,y) # (0,0), le déterminant de ce systéme s’annule :
(BA1—1)2 =X =(2)\; —1)(4\ — 1) =0,

Dot Ay =1/2 ou Ay = 1/4.

— SinM=1/2, z=yetG(z,y) =22>-4=0. Doux =y =
V2.

— SiM=1/4,2=—yetG(r,y) =42°~4=0. D'ouwx = —1
ety =1.

On compare donc les valeurs aux trois points réalisant les condi-

tions KKT : f(24/2/3,0) = 3, f(V2,v2) =2, f(-1,1) = 1.

Le minimum global est atteint en (—1,1).



