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2 Optimisation sans contraintes

Probléme non linéaire sans contraintes

?gri{rnl f(x) — probleme noté (PO)
Méthodes globales
* Capacité a localiser plusieurs minima locaux (éventuellement le minimum global)
* Algorithmes non déterministes (déplacements aléatoires « organises »)
* Me¢étaheuristiques : algorithmes génétiques, recuit simulé,
essaims, colonies de fourmis, recherche tabou,...
* Convergence généralement lente, peu précise

Méthodes locales
* Recherche d’un minimum local a partir d’un point initial fourni par I’utilisateur
* M¢éthodes d’ordre 0 :  sans dérivées — Nelder-Mead, Direct
d’ordre 1 :  avec dérivées premieres — plus forte pente
d’ordre 2 :  avec dérivées premieres et secondes — Newton
e Criteres d’efficacité :  rapidité de convergence (nombre d’appels de la fonction)
précision de convergence
robustesse a ’initialisation
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2.1.1 Méthodes de descente

Probléme sans contrainte

min f(x)

xeR"

On ne sait pas trouver le minimum global dans le cas général (f quelconque).

Méthode locale

* Initialisation x,
* [térations

e Arrét

Initialisation

x* minimum local — {

V f(x*) =0
V2 f(x*) > 0

— recherche d’un minimum local au voisinage de x,,
— passage du point x, au point x, ., meilleur

— solution x* ou blocage

Xp

Solution

\ 4

Point initial
Xk

Modfele local
f (%)

X*

N

Nouveau point
Xi+1

Amélioration
f(x,tp) < f(xy)
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2.1.2 Itérations

2.1.2 Itérations

Modeéle local : prediction

e Point courant x, ,f;, = f(x,)

* Evaluationde g, = VIi(x,) ouapproximation (différences finies)
H, = V2f(x,) ou approximation (quasi Newton)

: LA 1 . A
* Modg¢le quadratique : minf, (x, +p)=f, +p'g, +=p'H,p — X, =X, +D
P 2 (prédiction)
— Méthodes de Newton ou quasi-Newton

Amélioration : correction
* Nouveau pointx, ,=x, +p tel que f(x,+p) <f(xy)

e Déplacement p a partir de x,
par recherche linéaire suivant  d, =X, — X,
par région de confiance dans  [x—x, [ <r

— Meéthodes de globalisation
* La méthode de Newton appliquée directement ne converge pas systématiquement.

La globalisation est nécessaire pour controler la convergence.
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2.1.3 Initialisation et arrét

2.1.3 Initialisation et arrét

Initialisation
* Les méthodes locales recherchent le minimum au voisinage du point de départ.

e Objectifs :  rapidité¢ de convergence
précision de convergence

— méthodes a base de dérivées

e Le minimum local trouvé est le plus proche du point initial x,,.
— 1nitialisation a modifier pour trouver un autre minimum local

* Les méthodes « globales » explorent « aléatoirement » les solutions
— localisation possible de plusieurs minima locaux

Conditions d’arrét

* Déplacement insuffisant : ||Xk+1 — Xy || <g,
* Amélioration insuffisante : f, —f.,, <¢&

* Condition d’ordre 1 vérifiée : ||gk|| <eg,

* Nombre maximal d’itérations ou d’appels fonction : N, Ng..
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2.3.1 Recherche linéaire

Probléme sans contrainte

min f(x)

xeR"

Etapes principales
A chaque itération
* Construction d’une direction de descente d, a partir du point x,

* Réglage du pas de déplacement s, suivant d,

Initialisation
Xp

Solution
X*

\ 4

Point initial
Xk

Direction de descente
dy

N

Nouveau point
X1 =X T8y

Pas de déplacement
Sk
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2.3.1 Recherche linéaire

Etapes principales

A chaque itération
* Construction d’une direction de descente d, a partir du point x,
* Réglage du pas de déplacement s, suivant d,

Direction de descente
d, est une direction de descente en x, si | Vf(x,)Td, <0

La direction de descente est construite a partir du gradient et du hessien.
* Plus forte pente — gradient (méthode d’ordre 1)
* Préconditionnement — hessien (méthode d’ordre 2)

Pas de déplacement
Le pas de déplacement s, suivant d, doit vérifier | f(x, +s,d,) < f(x,)

L’algorithme de recherche linéaire résout un probleme de minimisation a une variable s
* Minimisation exacte — dichotomie (Fibonacci, nombre d’or, interpolation)
* Minimisation approchée — regles de pas acceptable (Armijo, Goldstein, Wolfe)
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Direction de descente

U Plus forte pente
[ Gradient accéléré
J Méthode de Nesterov

1 Préconditionnement
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Plus forte pente

2.3.2 Plus forte pente

La direction de descente « naturelle » est celle du gradient = plus forte dérivée directionnelle

d, =-VIi(x,)

* Comportement caractéristique en zigzag

* Convergence tres lente
e Ame¢liorations possibles

— méthode inefficace en général
— gradient accélére, methode de Nesterov, préconditionnement

INlustration en dimension 2

lignes de niveau de
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Plus forte pente

Plus forte pente
Les directions successives de plus forte pente avec pas optimal sont orthogonales.

e Itération k
On cherche le minimum de f a partir de x, suivant la direction d, = -V{(x,)
Le nouveau point est x,.; = x, T sd, avec le pas s>0 solution de :

miRnf(xk+sdk) = dif(xk+sdk)=o = diVf(x, +sd,)=0 = d[Vf(x,,)=0
se s

e [Itération k+1
La direction de plus forte pente en X, est d,; = -Vf(x,,;) =|d.d,,, =0

Illustration

lignes de niveau de

dy = VIx)

313



2 Optimisation sans contraintes Max CERF
o g . ® [ ) [
23 Recherche intaire Techniques d’optimisation 2018
2.3.2 Direction de descente
2.3.2 Exemple
Iteration x1 X2 f(x) di d2 Erreur
Plus forte pente 0 9,000 1,000 45,000 -9,000 -9,000 0,2 9,055
1 7,200 -0,800| 28,800 -7,200 7,200 0,2 7,244
e  Fonction 2 5,760 0,640 18,432 -5,760 -5,760 0,2 5,795
3 4,608 0,512 11,796 4,608 4,608 0,2 4,636
1 , 9, 4 3,686 0,410 7,550 -3,686 -3,686 0,2 3,709
f(x)=—x; +—=x
K 1Ty 2 5 2,949 0,328 4,832 -2,949 2,949 0,2 2,967
10 0,966 0,107] 0,519 -0,966 -0,966 0,2 0,972
X ) 20 0,104 0,012 0,006 -0,104 -0,104 0,2 0,104
* Direction 30 | 1,11E-02 1,24E-03| 6,90E-05| -1,11E-02  -1,11E-02 0,2| 1,12E-02
_ 40 | 1,20e-03 1,33e-04| 7,956-07] -1,20E-03  -1,20E-03 0,2| 1,20E-03
d=-Vf(x)= 50 | 1,286-04 1,43E-05| 9,17E-09] -1,28E-04  -1,28E-04 0,2l 1,29€-04
e Pas
min f(x +sd)
S
2 2
X, +81x3

- X; +729x3

e [tération

X = X t8,dy
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2.3.2 Gradient accéléré

Gradient accéléré

La méthode du gradient accélére consiste a introduire des déplacements supplémentaires.

On réalise p déplacements suivant la plus forte pente :  d, //—g(x,)

dO N N > cesece dp
XO /X] /X2 4 %X

On realise ensuite un déplacement suivant la direction : d, = x, — X,
d, = direction moyenne des p derniers déplacements (en géneral p =n , dimension de x)

d
p
Xp —>Xp+l

lignes de niveau de
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Gradient accéléré

Justification (en dimension 2)
* On suppose que la fonction a minimiser est une fonction quadratique de 2 variables.

f(x):%xTQx+ch,xeR2 - g(x)=Vfx)=Qx+c — x*=-Qc

8y = QX, +C X,—x, = |d, = Q'(g, -
On a les relations : gz = QXZ +c = 2* 0 hoté :‘; Q_1 (8,—8)
0 =Qx*+c X7=Xy =, d*=-Qg,

* On considére des itérations de plus forte pente a partir du pointx, : d, // g(x,) = g,
Les directions successives sont orthogonales : o

——— -——

- -
- S=~a
- ~

g J—go x”/ ------------ T
= g, /g, = g,-g,=0ag, eemTTTTTTTTTI A
{gzj—gl Xy > )

= |d, = OCQ_lgz

Vrai seulement en dimension 2

e Ladirection d, (de x, vers X,) est paralléle a -
la direction d* (de x, vers le minimum x*).
Le minimum se trouve suivant la direction d, et peut étre atteint des la troisieme itération.
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Exemple

Gradient accéléré

: 1 , 9 , X, 5 1 O
Fonction f(x)==—x;+=x; — gx)=VI(x)= — H®x)=Vf(x)=
2 2 9x, 0 9

d
* Minimisation suivant d= (dl j . minf(x+sd) =f(x)+sd' g(x)+ % sd"H(x)d
’ d'g  dx, +9d,x,

7 ST T He | A +od]
g 1 2
0 Iteration x1 X2 f(x) di d2 S Erreur
e Point initial : x® = 0 9,0000  1,0000] 450000 -9,0000  -9,0000 02| 9,0554
1 1 7,2000  -0,8000| 28,8000  -7,2000 7,20000 02| 72443
2 57600  0,6400 18,4320 32400 03600 1,8  5,7954
3 0,0000  0,0000] 0,000 0,0000

* Dé¢éplacements 1 et 2

Direction de plus forte pente :  d” = —g(x'”) —— x¥

d® = _g(X(l)) sy x

r . 2 0 3
* Déplacement 3 suivant : d=x?-x9 — x@ =x*
— convergence en 3 itérations
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Méthode de Nesterov

Méthode de Nesterov

La méthode de Nesterov consiste a ajouter un déplacement intermédiaire a chaque itération.

Les 2 premicres it€rations sont identiques a la méthode de plus forte pente.
A partir de I’itération 3, chaque itération se compose de 2 déplacements.

- un déplacement a partir de x, suivant la direction x,—x,_,

k-1
— pointy, : y, =x,+0,(x, —x,,) avec 0, =——

- un déplacement de plus forte pente a partir de y, (au lieu de x,)

— point X, : X, =Yy, +sd, avec d, =-g(y,)

Le déplacement complémentaire décale le point suivant la derni¢re direction de déplacement.
Le nouveau point y, est plus favorable pour une itération de plus forte pente,

en particulier si la fonction présente une vallée étroite et allongée.
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Méthode de Nesterov

Méthode de Nesterov
» Itération composée de 2 déplacements

=x, +0,(x, —x,_,) avec 0O _k=l A partir de k =2
Y« k T Y (R T &y KT 1o a partir de k =
X =Yy +5.d, avec d, =—g(y,) et minimisation suivant d
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Exemple

Méthode de Nesterov

) 1 9
e« Fonction: f(x)=—x’+2x2
(x) S XX

e Itération: |y, =x,+0,(x,—%x,,) avec 0, = k=t
k+2
X = Vi 8,4, avec d, =-Vi(y,)= (_ gé’z)
et msin f(y, +sd,) —> s=- dlzlz * 9d22y2
. +9d;
* Comparaison a la méthode de plus forte pente
Plus forte pente Nesterov
Iteration x1 X2 f x1 X2 f
0 9,000 1,000 45,00000 9,0000 1,0000 45,0000
1 7,200  -0,800 28,8000| 7,2000 -0,8000 28,8000
2 5760 0,640 18,4320 5,7600 0,6400 18,4320/ = 2 itérations initiales identiques
3 4,608 -0,512 11,7965 4,6154 -0,3077 11,0769
4 3,686 0,410 7,5497| 13,5187 0,2630 6,5018
5 2,949 -0,328 14,8318 12,5381 -0,1697  3,3507
6 2,359 0,262 3,0924 11,7054 0,0999  1,4991
7 1,887 -0,210 1,9791] 11,0259 -0,0559  0,5403
8 1,510 0,168 1,2666] 0,5004 0,0221 0,1274
9 1,208 -0,134 08106 0,1173 -0,0025 0,0069 . .
10 0966 0,107 05188 -0,1320 0,0129 _ 0,0095| = apres 10 iterations 320



Max CERF

2018

1011

t

1misa

Techniques d’opt

Optimisation sans contraintes

2.3 Recherche linéaire

2

2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Exemple

Méthode de Nesterov

9 .2
—X
2 2

2
_Xl
2

1

f(x)

Fonction :

\

dm————

N

e ==

N

B N NN N—

| |
| |
| |
| |
| |
| |
A

g

Y SR

U S |

e L __

3



2 Optimisation sans contraintes Max CERF

2.3 Recherche lindaire Techniques d’optimisation 2018

2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Préconditionnement

Préconditionnement
* On se donne une matrice H, symétrique définie positive.
— factorisation de Cholesky de H, : H, =L,L,T

¢ Changement de variable : X, =L.x,

* Direction de plus forte pente pour : f(ik) =f(x,) =f(L,'X,)
d, = -VIR,) = -VAL'X,) = ~LIVALR,) = -1 Vix,) = -Ld,
o Itérationen X, : Xy, =Xy — skVF(ik)
 Itérationen x, : x,,,=L.X,, =L (?ik — skvff(ik)): L' (Lf(xk — skL](Idk)
= X, =X, -8, L Ld, =x, —s, H,'d,
* Le préconditionnement par la matrice H, revient a prendre comme direction de descente

d, =—H,'Vf(x,)

* On vérifie que d, est une direction de descente
d, Vf(x, ) =-Vf(x, ) H,'Vf(x,) <0 car Hy est définie positive
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Préconditionnement

Choix du préconditionnement
Toute matrice H, symétrique définie positive convient.

Cas d’un hessien défini positif
» Sile hessien V?f(x,) est défini positif, on peut prendre [H; = V2 f(x,)

d, =-H,'Vf(x,) =-V*f(x,) ' Vf(x,) = x,, =%, -5, Vf(x,)" V(x,)

On obtient I’itération de Newton si le pas s, vaut 1.
e On peut prendre pour H, I’approximation du hessien donnée par une méthode quasi-Newton.
Cas d’un hessien non défini positif

* On peut effectuer la factorisation de Cholesky modifiée du hessien V?f(x,)
(ou de son approximation quasi Newton) pour obtenir une matrice définie positive.

* On peut ajouter un multiple de 'identité : |H, = sz(xk) +1l| avec t >0 assez grand.

1

2

: f

*  On peut également prendre H, diagonale : (Hk )ii = max[s,a—2 (xk)] ,€>0
a partir des dérivées secondes diagonales de f. X
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2.3.2 Direction de descente

2.3.2 Exemple

Préconditionnement

1 9 !
+ Fonction: f(X)==x +=x} = VE(x)=| ' | = V()= Loy (b oyt o
2712 Ox,

2
1 0 X, = X ~~ 1. 9(1 1o, 1.
* Préconditionnement : L:(O 3] :>{~1 A= f(X):§X12+_(_X2j =X +=%;

~ ~ X, ) 2,00 === === == === e e e e
. . ~~ 1 ’
 Direction : dz—Vf(X):[ N J 1 \\

%2 | | | \ | |
e S
: : : \ '
« Pas: minf(X+sd) —>s=1 | o L L v“. |
S 1 7 1 1 1
\ |
~ r==-=-=--- '0',59'_ """"""" TI- -~~~ ~ T~ r=--—-=-===7="=7=°=°77 I" """""" 'i
* Iteration: X, , =X, +s,d, =0 ' |
| :
— convergence en 1 itération -1 0 1 2 3 : 4
N 0,50 |- —  —— o IR .

]
(I 1,00 - |
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2.3.3 Pas de déplacement

J Minimisation unidimensionnelle

J Minimisation exacte

M¢éthode de dichotomie
M¢éthode de Fibonacci
M¢éthode du nombre d’or
Interpolation quadratique

L Minimisation approchée

Regle d’ Armijo
Régle de Goldstein
Regle de Wolfe
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2.3.3 Pas de déplacement

2.3.3 Minimisation unidimensionnelle
Probléme a une variable

min f(x) f(x)

xeR

minimum local minimum global X

Méthodes

* Minimisation exacte
On cherche a trouver un minimum local x* avec une précision donnée
— réduction itérative de I’intervalle de recherche : dichotomie
— réduction optimale : Fibonacci, nombre d’or

* Minimisation approchée
On cherche une réduction suffisante de la fonction sans déterminer précisément le minimum x*
— regles d’acceptation (Armijo, Goldstein, Wolfe)
— limitation du nombre d’¢évaluations de la fonction
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2.3.3 Minimisation exacte
Recherche par dichotomie
L’allure de la fonction f n’est pas connue.
On suppose qu’il existe un minimum unique dans I’intervalle de recherche [a,d]

* On ¢value la fonction aux extrémités a et d : — f(a), f(d)

* On ¢value la fonction en 2 pointsbetc:a<b<c<d — f(b), f(c)

* On conserve soit I’intervalle [a,c], soit I’intervalle [b,d]

f(x) ? f(x)  {
I ? | *
I | | |
| | I |
| | | |
[ T | l T |
I ? I I I [ ? I
I I I I I I I I
1 ] 1 1 : ] |
a b C d a b C d X
< > < >

On conserve [a,c]

On conserve [b,d]
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2.3.3 Minimisation exacte

Réduction optimale de ’intervalle
* On cherche b et ¢ pour que ’intervalle restant soit le plus petit possible.
La taille de Pintervalle restant ne doit pas dépendre du choix de [a,c] ou [b,d].

e  On note :

f(x) o

A, la longueur de I’intervalle initial — Aj=d-a
A, la longueur de ’intervalle restant — A, =c—a sion garde [a,c]
ou A,=d—b sion garde [b,d]

A, =d-b=c-a

— a+d=b+c = a+d:b+c
A, : 2 2

o »_ Les points b et ¢ doivent étre symétriques

Vv

par rapport au milieu de ’intervalle [a,d].
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2.3.3 Minimisation exacte
Réduction optimale de ’intervalle
* On suppose que I’intervalle restant est [a,c].
* Pour réutiliser le point b a I’itération suivante, on choisit le nouveau point e
symetrique de b par rapport au milieu de I’intervalle [a,c].
— A,=c—-a=d-b
- Ay=b-a=c-c¢ d-a=(d-b)+(b-a)
] = A=A, +4,
: .
A,
¢ >
4 A, : Les longueurs A, des intervalles successifs
' 4 : vérifient :
® A, i
i : > Ay =A +A,
a e b C d x
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2.3.3 Pas de déplacement

2.3.3 Minimisation exacte

Réduction optimale de ’intervalle
* Les mtervalles successifs sont de longueur A, verifiant : A, = A, + Ay,

e Apres un nombre N d’itérations, on obtient un intervalle de longueur Ay _; .

* On définit la suite de nombres F, par: | A, = Fy_ Ay [pourk=1,....N-1

* Lasuite (F,),-; N vérifie

A A A
_ k _ k+1 k+2 _
A=A, +A L, = = + = Ky =Fooo TR

N-1 AN—l AN—l

= F, =F _,+F _, pourn=N-k, n=34,.,N-1

Ay =FAy_, pour k =N-1 = F =1

* La suite est completement déterminée par la valeur de F,

F =1
F, achoisir
F =F_+F_, pourn=34,. ,N-1
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2.3.3 Minimisation exacte
Méthode de Fibonacci
Pour un nombre N d’itérations fixé, on choisit F, pour que Ay_; soit minimal.
A . ) .
Ay, =—- minimal = F_ maximal = F, maximal
N-1
1 1 1
e Valeur maximale de F2 : AN-I > EAN_z (car Ak > EAk_lj — Fl > 5 F2 — F2max =2

On obtient la suite de Fibonacci : 1, 2, 3, 5,8, 13, 21, ...

Nombre d’itérations

La méthode de Fibonacci est optimale si I’on fixe a I’avance la précision requise sur la solution.
Précision requise : A =D A, b-a

Intervalle initial [a,b] : A, =b-a = AN-l=; = K, ,=—— — valeurdeN

La méthode de Fibonacci donne le nombre minimal d’itérations N pour obtenir la solution
avec une précision donnée.

La disposition des premiers points bet c dépendde N: —=—— — A,
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2.3.3 Pas de déplacement

2.3.3 Minimisation exacte

Méthode du nombre d’or
La méthode de Fibonacci nécessite de changer la disposition des points a chaque itération.
La disposition des points n’est optimale que pour une précision donnée.
La méthode du nombre d’or est plus générale et plus simple a mettre en oeuvre.

* On impose un rapport de réduction fixe de I’intervalle a chaque itération.

A1 _ A2 _ Ak _ Ak+l _ _ _
= — eee - —---_y avec Ak_Ak+1 +Ak+2
Az A3 Ak+1 Ak+2

A A 1
= K 14782 o y=]4— = ¥ —y-1=0
k+1 k+1
1++5
* On obtient pour le rapport y le nombre d’or : Y= 2f ~1.618034
— Méthode du nombre d’or (ou de la section dorée)
Optimalité
* La méthode du nombre d’or n’est pas optimale pour un nombre d’itérations donné N.
. F
* Pour un nombre d’itérations grand : I}}E}O F—N =7
N-1

— La disposition des points de Fibonacci tend vers celle du nombre d’or.
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2.3.3 Minimisation exacte

Comparaison Fibonacci - Nombre d’or
Le rapport de réduction de I’intervalle apres n itérations vaut :

e Pour la méthode de Fibonacci : L_F

e Pour la méthode du nombre d’or :

Nombre d’itérations

Une itération de la méthode de Fibonacci ou du nombre d’or correspond a une évaluation de f.

Nombre d’évaluations

Rapport de réduction Fibonacci Nombre d’or
102 11 13
103 15 18
104 20 22
103 25 27
106 30 31
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2.3.3 Pas de déplacement TeChIllqlleS d Optlmlsatlon 2018
2.3.3 Minimisation exacte
Méthode du nombre d’or
* Positionnement des points
f(x)

I B 15 ) 618034

A, A, 2 ¢

( 1 A1

>

A, =—A, =1 \/g 1 :
=5 avecr=—= ~0.618034 A, o

Ay =—A =17A, v

\ Y :

- 2 ? AZ E

b=a+r1"A, =< >
= sc=a+ 1A :

d=a+ A

b c d X
e [Itération
d «c a «b
: c «b . b «c
Sif(b)<f — Sif(b)>f —
if(5)<f©) > {5 C A, if(0)>F(©) = 5  a
b=a+r1’A, c=a+r1A,
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2.3.3 Pas de déplacement
2.3.3 Exemple
Méthode du nombre d’or .
* Minimisation de f(x)=-xcos(x) , 0<x< 5
f 0 -0.4952 -0.5482 0
o TItération 1 I | | I
x 0 0.6000 0.9708 1.5708
f -0.4952 ~0.5482 -0.4350 0
e [Itération 2 | | | I
X 0.6000 0.9708 1.2000 1.5708
f -0.4952 -0.5601 -0.5482 -0.4350
e [tération 3 | | l |
X 0.6000 0.8292 0.9708 1.2000
o f -0.4952 ~0.5468 -0.5601 -0.5482
e Jtération 4 I | | |
X 0.6000 0.7416 0.8292 0.9708
o f -0.5468 -0.5601 -0.5606 -0.5482
* Iteration 5 | | | I
x 0.7416 0.8292 0.8832 0.9708

 Solution: x*=0.8832 — f(x*)~=-0.5606
au lieu de x* = 0.8603 — f(x*)~-0.5611
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2.3.3 Minimisation exacte

Interpolation quadratique

* On connait la valeur de la fonction f en 3 points X, X,, X;.

y; =f(x))
y, =f(x,)
y; =1(x3)

* On construit le polyndome q de degré 2 passant par les 3 points.

(X —=X,)(xX —X3)

Ux) =, (X1 _Xz)(X1 _X3) T (Xz _X3)(X2 _Xl)

e Deérivée du polynome q

(2x —x, —X3) (2x—x5 =)

(X —x;)(x _X1)+ (x —x)(x —X,)

’ (X3 =% )(X; —X,)

X, % s
q(x,) =y,
q(x,) =Yy,
Q(Xz) =Yy;

(2x—x;—X,)

qx) =y, +Y;

(X, —X,)(X; —X;3) ’ (X, —=X3)(X; —X)

On obtient une approximation du minimum de f en minimisant q.

(X3 =% )(X; —X,)
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Interpolation quadratique

e Ladérivée du polyndme q s’écrit :

. (2x—X, —X3) (2x—X, —X,) (2X—X, —X,)
q'(x) =y, 23 4y, 3 1 . 1~ %
(X = X,)(X; —X3) (X, —X;)(X, —X,) (X, =X, )(X; —X,)
— q'(x) = = 2x[y, (%, = X3) + ¥, (%5 X))+ ys (¥, —Xz)]+[y1(x§ —xD)+y,(x2 =xD) +y,(xF —x2 ]
(Xl _Xz)(Xz _X3)(X3 _Xl)
— q'(x) = = 2x(y1503 + Y5851 + ¥3800)+ (Y13 + ¥l + ¥ ve {Sij _= X =%,
(Xl _XZ)(Xz _Xg)(X3 _Xl) rij =X —X]

* On cherche la valeur x,, qui annule la dérivée du polyndome q.

I
-}

q(x,)=0 = 2Xm[Y1523 TY,8; + Y3S12]+ [Y1r23 +y 15+ Y3r12]

1 I, + YV, I, +VY.I S. =X. —X.
Ny _ L Vil T Yol T Y5l avec 4 U iR

m
Y1823 T Y283, T Y38,
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2.3.3 Minimisation exacte

Interpolation quadratique
* On évalue la valeur de la fonction en x,, = y,, = f(X,,)
— On dispose de 4 points X, X,, X3, X,, avec les valeurs respectives de f: y, y,, V3, ¥
— On conserve 3 points choisis parmi X, X,, X3, X,,, selon :
- la position de x,, par rapport a X, X,, X,
- le mmimum parmi y,, y;, ¥», ¥3

Points retenus Xy < X X; <X, <X, | X <X, <X; X3 <X,
Minimum = vy, (XX 5X5) (X»XpX5) (X9,X15X3) (X9,X3,X,)
Minimum = y, (XX (5X5) (X15X5X5) (X15X5,X) divergence
Minimum = y, divergence | (X,X5,X3) (X{,X9,X,,) divergence
Minimum = y, divergence | (X,X»,X3) (X9,X15X3) (X9,X3,X,)

Cas de divergence : Le polynome est trop ¢loigné de la fonction
Il faut un balayage plus fin avant I’interpolation quadratique.

* On réitere ’interpolation quadratique avec les 3 nouveaux points
jusqu’a réduire la taille de I’intervalle a la précision souhaitée.
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2.3.3 Pas de déplacement
2.3.3 Exemple
Interpolation quadratique
« Minimisation de f(x)=(x-1)(x+1)>,0<x<2
f -1.0000 -1.1816 0.0000 9.0000
o TItération 1 I | | I
x 0 0.3750 1.0000 2.0000
f -1.0000 -1.1814 -1.1816 0.0000
e [Itération 2 | | | I
x 0 0.2895 0.3750 1.0000
f -1.1814 -1.1852 -1.1816 0.0000
e Itération 3 | | l l
X 0.2895 0.3327 0.3750 1.0000
o f -1.1814 -1.1852 -1.1852 -1.1816
e [tération 4 I I | |
X 0.2895 0.3327 0.3329 0.3750
_ f -1.1852 -1.1852 -1.1852 -1.1816
* Iteration 5 | | | I
X  0.3327 0.3329 0.3333 0.3750

e Solution :

x*=~03333 — f(x*)=-1.1852
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2.3.3 Minimisation approchée

Principes

* Il n’est pas utile de réaliser une minimisation exacte suivant la direction de descente :

— nécessite un grand nombre d’évaluations de la fonction

— n’apporte pas une am¢élioration significative loin de la solution
* On peut se contenter d’'une minimisation approchée

— 2 regles d’acceptation d’un pas de déplacement

Notations
* X, = point courant — f(xy)
* d, = direction de descente — VAf(x,)'d, <0

e Variation de la fonction f dans la direction d, :  ¢(s) =f(x, +sd,),s=0
Regles d’acceptation du pas
* Diminution suffisante de la valeur de la fonction — condition d’Armijo

¢ condition de Wolfe

* Déplacement suffisant par rapport au point initial — condition de Goldstein
2¢me condition de Wolfe
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2.3.3 Pas de déplacement

2.3.3 Minimisation approchée

Diminution suffisante
La fonction f doit décroitre suffisamment pour accepter le pas.
e Dérivee directionnelle de f suivant la direction d,

o(s)=f(x, +sd,),s>0 = ¢'(0)=Vf(x,)'d, <0

* On impose une diminution proportionnelle a la dérivée directionnelle, avec 0 <eg <c¢; <0.5

o(s) < @(0)+¢c,;5¢'(0) < | f(x, +sd,)<f(x,)+c,sVF(x, ) d, — valeur typique ¢,=0.1

— Condition d’Armijo ou 1° condition de Wolfe ou 1¢° condition de Goldstein

fx)=o(s)
pas acceptables s — X = X, +sd,

¢’(0)
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2.3.3 Pas de déplacement

2.3.3 Minimisation approchée

Déplacement suffisant
Le déplacement a partir du point initial doit €tre suffisant pour accepter le pas.
* Condition de Goldstein

o(s) > @(0)+¢,5¢'(0) < | f(x, +sd,)>f(x,)+c,sVf(x,)'d, | — valeur typique c,=0.9

e Condition de Wolfe : réduction de la dérivée

¢'(s) > c,0'(0) & | VE(x, +sd,)'d, >c,Vf(x,)"d, — valeur typique ¢,=0.9
f(x)=o(s) f(x)=o(s)
pas acceptables A pas acceptables
(Goldstein) (Wolfe)
S i S
“
¢’(0) ¢’(0)
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2.3.3 Minimisation approchée

Récapitulatif

e Conditions de Goldstein {(P(S) <@0)+c;590'(0) — ¢, =0.1
(si la dérivée de f est coliteuse) ®(s) > ¢(0) +¢,5¢'(0) — ¢, =09

« Conditions de Wolfe {(p(S) <@0)+c;s90'(0) — ¢, =0.1
(si la dérivée de f est disponible)  [9'(s) > ¢,9'(0) —> ¢, =09

ou |(p'(s)| < cz|(p' (O)| — assure théoriquement la convergence

pas acceptables
f(x)=0(s) (Goldstein)

A

a
\ 4

¢’(0)
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2.3 Recherche linéaire - 9 - - 1
2.3.3 Pas de déplacement TeChnlques d Optlmlsatlon 2018
2.3.3 Réglage du pas
Méthode de dichotomie
: . : <o(0)+ "0
On cherche un pas s vérifiant les conditions de Goldstein : {&:g S $E03 4 glzsé((';)'((o))
Initialisation
e Intervalle initial :  [S_;, 5 Spax] @VEC Sy = 0
Smax Ss€z grand
e Valeur initiale : s=1 (pas de Newton)
Itérations
Evaluation de ¢(s) et comparaison aux droites de Goldstein
* Si s ne respecte pas la condition I — amélioration insuffisante, pas trop grand : s, =S
e Si s ne respecte pas la condition 2 — déplacement insuffisant, pas trop petit: Smin=S
— Réduction de 'intervalle [S,,;, 5 Spax]
o 1
— Essai suivant: S= E(Smm + 8,00 )

Arrét
e Sisrespecte les 2 conditions — pas acceptable
e Sil’intervalle [, , Spa] devient inférieur a un seuil donné
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2.3.3 Réglage du pas
Illustration
O(s) 4 : >
‘ V Smax S

345



2 Optimisation sans contraintes

2.3 Recherche linéaire

2.3.4 Algorithme

Techniques d’optimisation

Max CERF
2018

2.3.4 Algorithme

O Algorithme de recherche linéaire
U Convergence
O Exemple

L Descente non monotone
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Algorithme de recherche linéaire

Initialisation : X,
Gradient:  VA(x)
Approximation du hessien : H,

2.3.4 Algorithme

— H,=I par défaut

\ 4

Itération k : x,
Gradient: VA{(x,)
Approximation du hessien : H >0

Direction de descente : d, =—H, 'Vf(x,)

v

Recherche linéaire suivant d, — pas s,
Regle de Goldstein ou Wolfe

Arrét si : HVf(Xk+1)H <g

v

Nouveau point : X, | = X + s, d;
Gradient : V1(x41)

Itération k+1 : x,,,
Gradient : VI(X41)

Approximation du hessien : H, ;>0

v

Mise a jour du hessien par BFGS ou SR1
Modification du hessien : H, ;>0
Factorisation de Cholesky modifiée
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2.3.4 Algorithme

Principaux résultats de convergence
* Sid est une direction de descente, et f est bornée inférieurement suivant d,
alors 1l existe un pas s suivant d vérifiant les conditions de Wolfe

» Si les directions de descente ne deviennent pas « trop » orthogonales au gradient,
I’algorithme de recherche lin€aire avec les conditions de Wolfe est globalement convergent.
llimHVf (Xy )H =0 — convergence vers un point stationnaire
—00

En pratique
* Les directions de descente peuvent étre construites avec BFGS ou SR1 (st matrices H, > 0)

* La valeur des coefficients de Goldstein ou Wolfe ¢, et ¢, n’est pas critique pour la convergence.

* Le pas de Newton (s=1) est systématiquement teste,
car il donne la solution si la fonction est proche de son mode¢le quadratique.

* La méthode de plus forte pente a la propriété de convergence globale, mais peut €tre tres lente.
On peut assurer la convergence globale d’un algorithme de recherche linéaire utilisant
d’autres directions en effectuant périodiquement une itération de plus forte pente.
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2.3.4 Exemple

Fonction de Rosenbrock 0000 5 it ,

f(x,,x,)=100x, —xf)2 +(1-x,)

e Point initial : -1.2

* Recherche linéaire avec BFGS ou SR1 Itération

>
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2.3.4 Descente non monotone

Condition de décroissance
* La condition d’Armijo impose une décroissance de la fonction a chaque itération.

f(x, +sd, ) <[f(x ) +c,sVE(x, ) d,

Le pas de déplacement s est réduit jusqu’a vérifier la condition de décroissance.
— décroissance monotone

f(xy)>f(x))>f(x,)>->f(x)>f(x,)>

La convergence peut devenir tres lente sur une fonction mal conditionnée (« vallée étroite »).

* On peut accélérer la convergence en acceptant une croissance temporaire de la fonction.
La condition de décroissance est imposée entre le point x,_ et le point x ;.

f(x, +sd,) <[f(x,_. Y\ +c,sVf(x,) d,

La fonction peut croitre sur m itrations, mais les sous-suites X;., ) restent décroissantes.
— décroissance non monotone (methode « watchdog »)

f(x0)>1(x,1) > T(Xomipy) > > T X))

f(x)> (X, 041) > f(X1+2(m+l)) > > f(X1+k(m+1)) sans imposer  f(x;) <f(x,)
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