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TD 5 : ESPACES DE HILBERT

Exercice 1.

On considère l'espace de Hilbert H = L2([0, 1],R) muni du produit scalaire usuel. Pour tout d ∈ N, on
note Pd l'espace des fonctions polynômes sur [0, 1] de degré inférieur ou égal à d. Soit f ∈ H �xé.

a) Montrer que l'application Φ de Pd dans R qui à P associé Φ(P ) = ||f −P ||2 atteint son minimum et
que ce minimum est unique. Déterminer ce minimum dans le cas où f(x) = x3 et d = 2.

b) Montrer que l'application Φ de Pd dans R qui à P associé Φ(P ) = ||f − P ||∞ atteint son minimum.
Quelle di�érence principale y a t-il avec le cas précédent ?

Exercice 2.

On considère l'espace E = C([−1, 1],R) ⊂ L2([−1, 1],R) muni du produit scalaire usuel. On considère
la forme linéaire δ : E → R telle que

∀f ∈ E, δ(f) = f(0).

Existe t-il un élément f0 ∈ E tel que ∀f ∈ E, δ(f) =< f, f0 > ?

Exercice 3.

On considère l'espace de Hilbert H = L2([0, 1],R) muni du produit scalaire usuel. Pour f ∈ H on note
T l'opérateur tel que

∀f ∈ H, ∀x ∈ [0, 1], T (f)(x) = xf(x)

a) Montrer que T est un opérateur linéaire et continu. Calculer sa norme.

b) Véri�er que T est autoadjoint, à savoir :

∀(f, g) ∈ H2, < T (f), g >=< f, T (g) >

c) Montrer que Im(T ) = Ker(T )⊥

d) En déduire que Im(T ) est un sous espace dense de H strictement inclus dans H.

Exercice 4.

On considère l'espace préhilbertien E = C([−1, 1],R) muni du produit scalaire usuel.

a) On considère la suite de fonction (fn) de E telle que fn(t) = −1 si −1 ≤ t ≤ − 1
n , fn(t) = nt si

− 1
n ≤ t ≤ 1

n et fn(t) = 1 si 1
n ≤ t ≤ 1. Montrer que la suite (fn) est de Cauchy mais ne converge pas

dans E. Conclure.

b) Pour tout n ∈ N, on note Ln la dérivée n-ième de la fonction g ∈ E dé�nie par

∀t ∈ [−1, 1], g(t) = (t2 − 1)n

Montrer que Ln est un polynôme de degré n. Quel est son coe�cient dominant ?

c) Montrer que la famille (Ln)n∈N est une famille orthogonale de E.

d) On note Pn le sous espace vectoriel de E formé des polynômes de degré inférieur ou égal à n. Montrer
qu'on peut dé�nir pn le projecteur orthogonal de E sur Pn.

e) Montrer à l'aide du théorème de Stone Weiertrass que pour tout f ∈ E, limn→+∞ ||f − pn(f)|| = 0.

f) Montrer que pour tout f ∈ E et tout n ∈ N,

pn(f) =
n∑

k=0

< f,Lk >

||Lk||2
Lk


