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EXAMEN, 11 Janvier 2011, 10h-12h

Exercice 1.

On consideére F = C(]0, 1], C) muni de la norme

11l = / ()t

Pour f € F, on note

1
7() = [ e

1. Montrer que T € E’.

2. Calculer la norme de T

Exercice 2.

Soient E et F' deux espace de Banach et a une application bilinéaire de E x F dans R telle que
(i) pour tout « € E, lapplication partielle y — a(z,y) € F’

(ii) pour tout y € F, Papplication partielle x — a(x,y) € E’

1. Montrer qu’il existe un opérateur T de E dans F’ tel que
V(z,y) € ExF, a(z,y)=T(z)(y)

2. Soit Bg la boule unité fermée de E . Montrer que pour tout y € F, {T'(z)(y),z € Bg} est un
ensemble borné de R.

3. En utilisant un théoreme dont on énoncera précisément les hypotheses, montrer que

sup ||T(2)||F < 400
x€EBE

4. En déduire qu’il existe une constante M > 0 telle que

V(z,y) € ExF, |a(z,y)] < M||z|||ly|

Exercice 3.

On considere H = L%([0,1],R), l'espace de Hilbert formé des fonctions de carré sommable sur [0, 1]
muni de sa norme usuelle. On considere 'opérateur linéaire 1" défini sur H par :

VfeH, Voel01] T(f)(x):/oxf(t)dt

Montrer que T est un opérateur continu de H dans H.

Montrer que T est un opérateur compact.

Calculer le spectre de T'.

Reprendre les questions 1, 2 et 3 avec E = (C([0, 1], R), ||.||oc) & la place de H.
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