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TD 2 : ESPACES DE FONCTIONS CONTINUES

Exercice 1.

(1) Soit (fy) une suite de fonctions dans C([0, 1], [a, b]) telle que la famille (f,,) est équicontinue. Montrer
que que (f,) admet une sous-suite uniformément convergente.

(ii) Soit (f,,) une suite de fonctions dans C*([0, 1], R) telle que
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Mountrer que (f,,) admet une sous-suite uniformément convergente.

(iil) Soit (f,) une suite de fonctions dans C([0, 1], R) telle que la suite (f,,(0)), est bornée et telle que

VneN, Y(z,y) €[0,1% |ful@) - fuly)| < |z -yl

Montrer que (f,) admet une sous-suite uniformément convergente. Montrer que le résultat n’est pas
valable si la suite (f,,(0)),, n’est pas bornée.

Exercice 2.
Soit F' le sous ensemble de E = C([0,1],R) (muni de la norme infinie) des fonctions a valeurs dans [0, 1].
(i) F est-il fermé ? compact ?

(ii) Soit K : [0,1]? — [0,1] une fonction continue. Pour tout f € F, on considére la fonction g = ®(f)
telle que

vs € [0,1], M$5£K@ﬂmﬁ

Montrer que g € F' et que ® est uniformément continue sur F'.

(iii) Montrer que ®(F') est relativement compacte dans E.

Exercice 3.

(i) Soit f une fonction continue de [a, b] dans R telle que pour tout n € N, on ait

b
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Montrer que f est nulle sur [a, b].

(ii) Soit f : R — R une fonction continue et (P,) une suite de polynémes convergent uniformément vers
f. Montrer que f est un polynome.

(iii) Soit (P,) une suite de polynomes telle que

VeeR, lim P,(z)=f(x)

n—-+00

Peut-on conclure que f est un polynéme ?



