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Exercice 1.

On note E = C([0, 1],R) qu’on munit de la norme infinie.

1. On considère l’application ϕ de E dans R telle que

∀f ∈ E, ϕ(f) =

∫ 1

0

(2y − 1)f(y)dy

Montrer que ϕ ∈ E′ et calculer sa norme.

2. On considère l’application T de E dans E telle que

∀f ∈ E, T (f)(x) =

∫ 1

0

cos(xy)f(y)dy

Montrer que T est un opérateur compact de E.

Exercice 2.

Soit H un Hilbert et S ∈ L(H) tel que

∀u ∈ H, 〈S(u), u〉 ≥ 0

1. Montrer que
∀u ∈ Ker(S), ∀v ∈ H, ∀t ∈ R, t〈Sv, tv − u〉 ≥ 0

En déduire que Ker(S) ⊂ Im(S)⊥.

2. Montrer que Ker(S) = Im(S)⊥ (on pourra se servir de S∗). Que vaut alors Ker(S)⊥ ?

3. En utilisant le théorème de Lax Milgram (qu’on énoncera précisément), montrer que I+tS est bijectif
pour tout t > 0.

Exercice 3.

On considère E = l2(R) muni de sa norme naturelle ||.||2. Soit (λn)n∈N une suite réelle bornée quel-
conque.

1. Montrer que l’application f de E dans E telle que f((un)n∈ N) = (λnun)n∈ N est bien définie et est
continue. Calculer sa norme.

2. Calculer le spectre de l’application f (on en rappellera la définition).

3. Donner un exemple de suite (λn)n∈N pour laquelle le spectre de f est égal à [0, 2].


