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Projet Optimisation

1 Probléeme d’optimisation

Formulation

min f(x) sous ¢(x)=0

Xe

Notations
* Xx: nvariables ou parametres
ou inconnues
e f: critére ou fonction coiit
ou fonction objectif

* c: m contraintes d’égalité

Résolution pratique
Pas de solution analytique

— probléme d’optimisation non lin€aire avec contrainte

— vecteur de R

— fonction de R* dans R

— fonction de R® dans R™

— méthodes numériques itératives
— recherche d’un minimum local



Projet Optimisation

1 Probléeme d’optimisation

Probléme avec contrainte

min f(x) sous ¢(x) =0 — probléme noté¢ (PO)

Xe

Fonction de Lagrange (ou lagrangien)

* Lelagrangien du probléme (PO) est la fonction L de R*™ dans R

L(x,\)=fx)+A"c(x) <& LEA)=f(x)+ i Ac;(x)

i=1
* Les 2, sont les multiplicateurs de Lagrange ~ coefficients de pénalisation des contraintes

— 1 multiplicateur par contrainte
— expression des conditions d’optimalité a partir du lagrangien
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1 Probléeme d’optimisation

Conditions d’optimalité

min f(x) sous ¢(x) =0 — lagrangien L(x,A) = f(x)+ 1 ¢c(x)

Xe

Conditions nécessaire d’ordre 1

e | x* minimum local = Il existe un unique A*eR™ tel que : VL(x*,A*) =0

— (x*, A*) est un point stationnaire du lagrangien

Conditions de Karush-Kuhn-Tucker (conditions KKT)

* Il faut résoudre un systeme d’équations non linéaires de taille n+m :

VL(x,}) =0 < {VXL(X’M =04 {Vf(x) +A'Ve(x) =0

V,L(x,A) = 0 ¢(x)=0



Projet Optimisation

1 Probléeme d’optimisation

Systéme non linéaire

F(z,,....zy) =0
F(z)=0 — systéme de N équations a N inconnues < {:
Fy(Z,s2y) = 0

Méthode de Newton
* Valeur initiale zZ°  — Nouvelle valeur z' = z° + &z telle que F(z')=0

e Ordrel: F(z° +8z) = F(z")+ VF(z*) 6z = 0
= 6z =-VFZ")"F(Z")

=| z' =2’ -VFZ") "Fz") — itération Newton

e Itérations : 720 7V 2K jusqu’a obtenir F(z*) = 0 a une précision donnée
9 9 9 2

e Convergence rapide, mais pas garantie = — Technique de globalisation nécessaire
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Projet Optimisation

2 Algorithme SQP

Principe
* On cherche a résoudre les conditions KKT par la méthode de Newton.

X
* Systeme a résoudre : F(z) =0 avee “T (Kj

F(z) = VL(x,A) = [Vf(x) :(QTVC(X)J

Itération Newton

. Xk
e Pomtcourant: Z, = 3
k

* Déplacement : §z = (dxj vérifiant  VF(z,)'6z=-F(z,)

' 2 dx
S VL(xh)
d,
VixL(Xka}*k)dx +Ve(x )d, ==V, L(x,A,)
Ve(x,)'d, =—c(xy)

J = —VL(x,,\,)
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2 Algorithme SQP

Probleme quadratique équivalent
On se place au point (X, A}).

« Litération de Newton pour résoudre les conditions KKT donne le systéme en variables (d,.d,)

ViXL(Xkax‘k)dx +Ve(x)d, ==V, L(x,,Ay)
Ve(x,)'d, =—c(Xy)

* Le probléeme quadratique-linéaire (QP) en variables dopeR"

min lngmeL(xk,Kk)dQP +V L(x, M) dgp sous Ve(x,) dgp +c(x,) =0

dgpeR" 2

a pour conditions d’ordre 1 le systéme en variables (dopAop)

vixL(Xka}\‘k)dQP +V L(x, A )+ Ve(x )hg =0 — multiplicateurs Aqp
Ve(x, ) dop +c(x,) =0

dgp =d, eR"

* Les 2 systémes linéaires sont identiques en posant :
Aop =d, eR”
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2 Algorithme SQP

Interprétation

* L’itération de Newton au point (X, A,) €équivaut a la résolution du probléme quadratique :

.1
min —déPVf(XL(xk,kk)de +VXL(Xk,7Lk)TdQP — Lal’ordre 2 en x

dgpeR” 2

sous  Ve(x,)' dgp +¢(x,) =0 — cal’ordre 1 en x

— Minimiser un modele quadratique local du lagrangien
sous un modele linéaire local des contraintes

* Les itérations de Newton pour résoudre les conditions KKT sont équivalentes
a la résolution d’une suite de problémes quadratiques.

— Programmation Quadratique Séquentielle (SQP)
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2 Algorithme SQP

Résolution du probléme quadratique

* En pratique, on remplace le probleme quadratique

min %ngVf(XL(xk,kk)dQP +V, L(x,,0,) dgp sous Ve(x,) dgp +c(x,)=0

deeRn
d, = dQP Xy =Xt dQP
—

de solution (dp, Aqp) —
dx = }\’QP }\’k+1 - 7\‘1( + 7\‘QP

e par le probleme quadratique

min ld(Ty)meL(xk A )dop + Vi(x,)'d

o p
dgpeR 2 Q

d, = dQP {Xkﬂ =Xyt dQP
%
dx = }\’QP - 7‘1( }\’k+1 = }\’QP

sous  Ve(x,)' dgp +¢(x,) =0

de solution (dp, Aqp) — {
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2 Algorithme SQP

Résolution du probléme quadratique

On peut calculer explicitement la solution du probléme quadratique local

.1
Q= VixL(Xkay\’k) ¢ {A = VC(Xk)T
(¥

1
min —d" . Qd.., +¢"d.., sous Ad., =b avec
orQlor 78 G N {gwf(xk) b=-c(x,)

dgpeR" 2

hop =(AQ'AT)'(AQ g +D)
der =Q" (ATKQP - g)

Si Q est définie positive, la solution est : {

(Pour des problémes de grande taille, une résolution itérative est plus efficace)

Le déplacement a réaliser est : { QP N { ket = Xk TCqp

dx = }\’QP _}\‘k }\’k+1 = }\‘QP

12
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2 Algorithme SQP

Difficultés pratiques
L’algorithme SQP présente les mémes défauts que la méthode de Newton.

« Lamatrice Q=V2 L(x,,\,) est coliteuse a calculer (hessien)
— On remplace Q par une approximation H du hessien
— Méthode de quasi-Newton

* Lamatrice H n’est pas forcément définie positive
— On remplace H par une matrice définie positive « proche » H’
— Modification du hessien

* Le probléme quadratique n’est qu’une approximation locale du « vrai » probléme
— Le déplacement calculé ne produit pas forcément une amélioration
— Méthode de globalisation

N -G

VL(X,,4) VL(X 5 M)

A 4

HVL(Xk+1 i)

| <|VL(x;, )|
13
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2 Algorithme SQP

Organigramme

——2>»  Point initial x, , A,

v

Gradient Vf(x,),Ve(x,) | | ------ - Différences finies

.

Hessien V2 L(x.,A,) | | ------ = Quasi-Newton

—

Matrice définie positive | | —-=----- -+ Modification hessien

.

Solution probléme quadratique

.

Globalisation @ | | =-=-=---- -+  Recherche linéaire

v

= Déplacement d,,d, | | ------ -+ Tests d’arrét
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2 Algorithme SQP

Quasi-Newton

* Le probleme quadratique a I’itération k s’écrit :

min lngQdQP +g'd,, sous Ady, =b avec {

dQP ERH 2

Q= VixL(Xk’x‘k) ot A= VC(Xk)T
g=VI(x,) b=—c(x,)

* Le hessien du lagrangien Q =V L(x,,A,) est trés coliteux a calculer.
On le remplace par une approximation H, construite a partir du dernier déplacement

{dk-l =Xy — Xy — variation de x

Yia =V, LX) =V L(x 4, ) — variation de V.L avec A =2, (nouvelle valeur)

Yk—lyg-l _ Hk-ldk—ldI—IHk-l
yg-ldk—l dlZ—IHk-ldk—l

e Formule BFGS: H, =H,  + si yy,dy >0

sinon H, =H,_
K k-1

T
« Formule SR1: H, =H,, + (Y Iik-ldk—l)(Yk—l -H,.,d )
d (¥ —Hedy)

* Initialisation : Hy=1

15
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2 Algorithme SQP

Modification du hessien

Le hessien du lagrangien Q (ou son approximation H) n’est pas forcément défini positif.

2 . ..
Q=V_L(x,A,) — quelconque loin du minimum (x* A *)
— peut étre indéfini au minimum
Pour un probléme avec contrainte, seul le hessien réduit est nécessairement défini positif.

* Pour que le probléme quadratique ait systématiquement une solution,
on modifie le hessien Q (ou son approximation H) pour obtenir une matrice définie positive.
La modification doit étre « minimale » par rapport a la matrice initiale.

* 2 méthodes de modification
— factorisation de Cholesky modifiée
ou —» H’=H + 1l avec ™0 suffisamment grand (— valeurs propres positives)

* Lien avec la méthode de quasi-Newton :
BFGS — H définie positive — H # Q, pas de modification nécessaire
SR1 — H indéfinie — H = Q, modification nécessaire

16
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2 Algorithme SQP

Globalisation

« L’itération SQP équivaut a une itération de la méthode de Newton, qui n’est pas robuste.
Il faut contréler la solution, et si nécessaire la modifier.

[xkj , (Xkﬂj _ (ij_{dx} — acceptable ?
7\,k ?\’k+1 Kk dk

* L’objectif est de résoudre les conditions KKT : VL(x*A*)=0

I1 faudrait donc vérifier : HVL(XkH,?ka)H < HVL(Xk,Kk)H
« [L’¢évaluation de VL étant tres coliteuse, on utilise a la place une fonction mérite F(x).
La fonction mérite doit mesurer I’amélioration simultanée :
- du critere f(x) a minimiser - mxin f(x)

m

- des contraintes ¢(x) a annuler N mian(x)H1 = Z
x i-1

¢ (X)‘
17



Projet Optimisation

2 Algorithme SQP

Fonction mérite

* On peut prendre comme fonction mérite F(x) :

F(x)=f(x)+ PHC(X)HI — critere augmenté avec une pénalisation p

F(x)=f(x)+ A c(x)+ pHc(X)H 1 — lagrangien augment¢ avec une pénalisation p
“L(x. ) N pHC (X)H pour A fixé (A =A,,))
’ 1

* La pénalisation p doit étre adaptée pour que les contraintes soient respectées
avec la précision voulue a la fin des itérations.
Si les contraintes sont insuffisamment respectées, la pénalisation doit étre augmentée.
On peut également prévoir des pénalisations différentes sur chaque contrainte.

* La solution QP n’est acceptée que si elle fait décroitre la fonction mérite.
- F(x,,) <F(x,)

Si la solution QP n’est pas acceptable, on 1’utilise comme direction de recherche
pour construire un déplacement acceptable.
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2 Algorithme SQP

Recherche linéaire

On cherche a partir de x, un pas s dans la direction d vérifiant la condition d’ Armijo :

F(x, +sd) <F(x,)+c;sF;'(x,) — condition de décroissance suffisante (¢, = 0,1)

La direction de recherche linéaire d est donnée par la solution du probleme QP.

Q=ViLl(xih) {A=Vc(xkf

minldTQd+ g'd sous Ad=b avec {
g=VI(x,) b=—c(x,)

deR™ 9

La dérivée directionnelle F,'(x,) de la fonction mérite dans la direction d est :

F'(x, ) = (dF(Xk +sd)

S50 e d-ple,)

La direction d doit étre une direction de descente pour la fonction mérite : F,'(x,) <0

— veérifié si Q >0 (modification du hessien)
et p assez grand (supérieur aux multiplicateurs 1)

19
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2 Algorithme SQP

Condition d’Armijo

* On cherche a partir de x, un pas s dans la direction d vérifiant la condition d’ Armijo :

F(x, +sd) <F(x,)+c;sF;'(x,) — condition de décroissance suffisante (¢, = 0,1)

»

F(x,t+sd) /
pas acceptables s — x =x,+sd

Fq'(xp)

* Réglage du pas : so=1 — pas de Newton (solution QP)
Siv1 = 8;/2 — jusqu’a vérifier la condition d’Armijo

20



