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Exercice 1.

Soit X un espace de Banach et Y, une famille d’espaces de Banach ou o € I, I est un
ensemble quelconque d’indices.
Soit T, une famille d’applications linéaires continues de X dans Y, on note

A={z e X, sup||Tox|y, = +oco}.
acl
On suppose que A est non vide.

Soit k € N, on note U, = {z € X, sup |[|[Tazx|y, > k}.
acl
1) Montrer que Uy est un ouvert de X.
2) Soit y € A, soit € > 0, montrer que pour tout x € X, pour tout k € N, x + ey € Uk.

3) Montrer que A est dense dans X.

Exercice 2.

Soit H une espace de Hilbert, soit u, v € H, on note (u/v) le produit hermitien dans H et

||| la norme associée.

Soit A une application linéaire continue de H — H, on suppose que A = inIf{ (Au/u) > 0.
ue

lull=1

1

) Montrer que A est injectif.

2) Calculer (Im A)L et en déduire que Im A est dense dans H.
)
)

3) Montrer que Yu € H, ||Au|| > A||u||. En déduire que Im A est fermée dans H.

4) Montrer que A est bijectif.

Exercice 3.

On note X, X; et X5 des espaces de Banach. Soit Y C Z C X ou Y et Z sont des sous
espaces vectoriels (non nécessairement fermés) de X.

Soit T : Y — Xq et Ty : Z — X5 des applications linéaires. On suppose que les graphes
de T et de T; sont fermés. C’est a dire, par exemple pour 77, que si (2, )nen €st une suite
de Y et si (z,,T1x,) converge vers (z,y) dans X x X; alors z € Y et Thix = y.
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1) Pourquoi ne peut-on appliquer le théoreme du graphe fermé pour conclure que T est
continue.

On note G = {(z,y) € Y x X3, y = Thx} c’est a dire le graphe de T7. On munit G de la
norme de X X Xj.
Soit T': G — X5 défini par T'(z, Tyz) = Thx

2) Montrer, en appliquant le théoreme du graphe fermé, que T' est une application linéaire
continue.

En déduire qu’il existe C' > 0 telle que ||Thz| < C(||T1z|| + ||=||) pour tout xz € Y.

Exercice 4.

Soit E un espace vectoriel normé et soit K une partie convexe de F telle que 0 € K. On
pose

K*={fel, vVzeK, (fy) <1}
K™ ={ye E, Vf e K", (f,y) <1}

1) Montrer que K** est fermé.

2) Montrer que K C K**.

3) Montrer, en appliquant le théoreme de Hahn-Banach que si y ¢ K, alors il existe v < 0
et f € B tels que (f,y) < v < (f,2) pour tout 2 € K. En déduire que y ¢ K** et que
K™ =K.



