TD1 AGREG 2002:
INTERPOLATION POLYNOMIALE PAR MORCEAUX

Dans tous les exercices, on note s = {xg, ..., Tp11} une subdivision d’un intervalle
[a, b] telle que xo = a et 41 = b. On lui associe son pas mazimal:

i(s) = a i1 — Zil-
(s) ie{mo,..}.(,n}|$1+1 4|

1. (interpolation affine par morceaux)
Soit f une fonction définie et continue sur [a, b] et s une subdivision de [a, b]. On
construit g® 'unique application définie sur [a, b] telle que:

(i) Vi € {0, ...,;n}, gjp,, 4,1 est affine.
(II)VZ € {0, ey T+ 1}5 gs(mi) = f(.’l?l)

On considére alors une famille (s, )nen de subdivisions telle que liIJIrl d(sp) = 0.
n——+00

Montrer que
lim Hgsn — fHLoo([a,b]) = 0.

n——+oo

2. (interpolation cubique par morceaux)

a) Soit g € C%([0,1],R) telle que g(0) = g(1) = ¢’(0) = ¢'(1) = 0. Si z € [0,1],

montrer qu’il existe £ €]0, 1] tel que
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b) Soit s une subdivision de [a, b]. Montrer que pour toute fonction f € C!([a, b], R),
il existe une unique fonction ¢ de classe C! telle que:

(i) Vi € {0,...,n}, ¢/[z;,2:,,) €St un polyndéme de degré < 3.
(i)¥i € {0, n+ 1}, oos) = f(z:) et @'(z:) = ()
b) On suppose que f € C*([a, b], R). Montrer que

1
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3. (interpolation par splines cubiques)
Soit s une subdivision de [a,b]. On définit F; comme ’ensemble des fonctions
réelles ¢ sur [a, b] telles que:

(i) ¢ € C*([a, b], R),
(ii) Pour tout i € {0,...,n}, ¢/, 2,,,] est un polynome de degré < 3.

a) Montrer que 1’ application
E; — R"™

" (¢ — ($(a), ¢' (), ¢"(a), 8" (a), ¢ (21), .. g"(acn)))



est un isomorphismes d’espaces vectoriels. En déduire la dimension de Fj.

b) Montrer que pour toute fonction f définie sur [a, b, il existe une unique fonction
¢ € E; telle que

()Vi € {0,...,n+ 1}, ¢(zi) = f(zs).

(i) ¢'(a) = a et ¢'(b) = B avec (o, B) € R? donnés.

Montrer de plus que si f € C*([a,b],R) et (o, ) = (f'(a), f'(b))

/ab(f”(w) — ¢ (2))%dz = /ab f'(@)*de — /b ¢ (v)*dw

1
c) Soit g € C2([0, 1], R) telle que g(0) = g(1) = 0. Montrer que ||g||oo < %Hg"Hg.
En reprenant les notations et définitions de b) avec f € C2([a,b],R) et (o, 8) =

(f'(a), f'(b)), montrer que

1f = dlloo < "||26(s)*

1
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[f = [0 < ﬁ“f |[20(s)?



