TD2 AGREG 2002:
POLYNOMES ORTHOGONAUX

1. (polynémes de Legendre)
a) Pour t réel, on note F; 'application de | — 1, 1] dans R telle que

Fy(z) = (1 -2tz +2%)" 2
Montrer I'existence et 'uncité d’une suite de réels de terme général L,,(t) telle que

VneN, VreR, F(r)= ZLk )k + z"e, (L, z)
k=0

ol lin%) €n(t,z) = 0. Expliciter L, (1), L,(—1) et L,(0).
z—
b) Etablir I'identité pour tout ¢ € R et n € N:

EG) 1)k(2n — 2k)1tn—2k
g kl(n — k)!(n — 2k)!

1 d°
2nnl dtr

(2 = 1)").

c¢) Montrer pour tout t € Ret n € N, L, (t) =

d) Montrer pour tout ¢t € R et n € N*:
(n+1)Ly41(t) — (2n+ 1)tLy(t) + nLy—1(t) =0

d) Pour n > 1, montrer que les racines du polynéme L,, sont réelles, simples et
situées dans | — 1, 1].

e) Montrer pour tout ¢ € Ret n € N*, (1 — t*)L"(t) — 2tL.,(t) + n(n + 1)L, (t) = 0.
f) Montrer pour tout ¢t € [-1,1] et n € N,

1

2T

En déduire que |L,(t)] < 1sit € [-1,1].
1

g) Expliciter pour p et g distincts / L,(t)Lg4(t)dt. Identifier Ly,.
—1

2m
L,(t) = /0 (t+iv1—1t2cosh)"do

2. (polynémes de Tchebychev)
On définit sur [—1, 1] la fonction T),(z) = cos(nArccosz) pour tout n € N.
a) Montrer la relation de récurrence:

Vn e N*, Vxe[-1,1], Tpii1(z)=22T,(z) — Tph_1(x).

En déduire que T,, est une fonction polynomiale de degré n.

b) Montrer que Tg:{ L est parmi les polynémes unitaires de degré n + 1 celui qui
réalise le minimum de la norme infinie sur [—1,1].

c¢) Montrer que T, vérifie 'équation différentielle (1 — z2)y” — zy + n?y = 0.



d) Montrer que

+o0
n 1—ux
Vee[-11, Vuel =11 Y Ta(@u' = s
n=0
e) Montrer que
—1)727nlv/1 — 2 d” 1
Tn(fl'): ( ) nﬁ (1_1.2)”_E

(2n)! dz™

Tn(z)Th ()

ﬁd(lf = 0. Identifier Tn-

1
f) Montrer que si n # m, on a /
-1



