TD3 AGREG 2002:
METHODES DE QUADRATURE

1. (estimation de I’erreur pour la méthode de Simpson)
a) Soit a > 0 et g € C°(] — a,al,R), impaire. Montrer que si |z| < a, il existe un
réel ¢ entre 0 et z tel que

9(2) = 5(s'(2) +29'(0)) = 7597 (©)

(Indication: considérer la fonction auxiliaire h(t) = g(t) — %(g’ (t) +24'(0)) + %ﬁ
avec « tel que h(z) = 0).
b) Soit f € C5([a,b],R). Montrer qu'il existe & €]a, b| tel que
b—al, , ,a+b (b—a)’ .5
fO) = f(a) = —— | [ (@ + F'0) + 4] () | = “5ggg TP1O)-
En déduire une estimation de lerreur commise par la méthode de Simpson
appliquée & une fonction g € C*([a, b], R).

2. (formule d’Euler Mac Laurin)
a) Soit f € C"*T1([0,1],R) (n € N*). Montrer

/ f(w)dw—%[f(O)Jrf(l)]:; | astP@s+ [ Praato) D (a)ds

ot les famille (P;)jen+ € R[X|N et (a;)jen+ € RN sont définies par les relations

de récurrence:
1
P]_(./E) = 5 — X,
a1 = O,

x
Pia(e) = [ (0= o),
1 (7 € N¥).
Qj+1 =/ Pji1(t)dt
O .
Montrer de plus que Vj € N*, agj_1 =0 et Pj(z)=(-1)'P;(1—z).

b —
b) Soit f € C27+2([a,b],R) et k € N*. On note h = T“ Montrer que

b n b b _
/ f@)dz =T+ ag;h® / @) (z)dx 4 h2+2 / Popia(Z ; L) F@n+2) (1) o
a j:1 a

a

ou ]52n+2 représente le prolongement par périodicité sur R de la restriction de
Popi2 2 [0,1] et

UGRSUM f<a+jh>].



En déduire une estimation de l'erreur commise par la méthode des trapezes
appliquée 3 une fonction f € C2"*+2(R, R), soit & support compact (pour 'intégrale
totale), soit périodique (pour l'intégrale de période).

3. (procédé d’extrapolation de Richardson)
Soit A une fonction réelle définie sur Ry et admettant un développement limité
en 0 du type:
A(y) = ag + a1y + ... + any™ + O(y™ ).
Soit 0 < 7 < 1 et yo > 0. On définit la famille (A, x)o<k<m par:

Vm € N, Am,() = A(Tmy())

et
Am,k - Tk+1Am—1,k:

1 —rkt+l
Montrer que & k fixé, A, x — g = O((r™yo)**) lorsque m tend vers +oo.

VmeN* VEEN, k<m—1= Ap s =

4. (méthode de Romberg)
Soit f € C?*"*2([a,b], R). On construit la famille (A, k)o<k<m telle que

2m—1
vm € Na Am,OZTQm(f) = (b2_m,a) f(a’);_f(b) + Z f(a+]b2_ma)
j=1

et
A1 — A
VmeN* VkeN, k<m—1= Ay 1= e
Montrer en utilisant la formule d’Euler Mac Laurin et le procédé d’extrapolation
de Richardson (Exercices 2 et 3) que, a k fixé et lorsque m tend vers 400

p 1

«



