TD3 AGREG 2004:
ALGEBRE LINEAIRE

1. (Conditionnement. Méthodes directes)

a) Soit A € GL,(R). Montrer que conds(A) = tin(A)
p1(A)

respectivement la plus petite et la plus grande des valeurs singulieres de A (ie des
racines des valeurs propres de 'AA).

b) Soit A = [a; ;] € GL2(R). Montrer que condg(A) = o + (0> — 1)~
it laisl®
2det(A)

c) Calculer le conditionnement-2 des matrices exactes obtenues & la premiére étape
de la procédure d’élimination de Gauss pour résoudre

{ 10_4U1 + Uug = 1

S

ou p1(A) et p1(A) désignent

D=

ou

U1+U2:2

selon que I'on commence ou non a échanger les 2 équations. Conclure.
d) Calculer le conditionnement-2 des matrices A, L et U ou
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et A = LU désigne la factorisation LU usuelle. Conclure.

2. (matrices de Householder)
Soit v € R™ \ {0}. On note H(v) € M, (R) la matrice (dite de Householder)

2
H(v) =1, — ——
(@) o

et H ’ensemble de telles matrices complété par les matrice I,, et —1,,.

a) Montrer que H(v) € O,(R) N S, (R) et que toute matrice 2 € O, (R) est le
produit d’au plus n matrices de H.

b) Soit (x,y) € (R™)? tel que ||z|| = ||y||. Montrer qu’il existe H € H tel que
Hzx =y.

c) Soit A € GL,(R). Montrer qu’il existe P € O,(R) produit d’au plus (n — 1)
matrices de ‘H tel que PA = R soit triangulaire supérieure. Préciser la construction
de P et R.

d) Proposer un algorithme basé sur les matrices de Householder donnant la fac-
torisation QR d’une matrice A en approximativement % opérations élémentaires.
e) Soit A = [a; ;] € Sp(R) et k € {1,...,n—1}. On dit que A est de type k lorsque
les réels a3 1, a4 1,..,0n,1, A4.2,-,0n,2;, Qk41,k—1,---,0n k—1 Sont tous nuls. Lorsque
A est de type k < n — 2, et pour toute matrice H du type
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expliciter la matrice B = 'H AH. Montrer alors qu'’il existe H € ‘H tel que tHAH
soit de type k + 1.

f) Soit S € S,(R). Montrer qu’il existe P € O,(R) produit d’au plus (n — 2)
matrices de H tel que PSP soit tridiagonale.

3. (méthode de la puissance itérée)

Soit A € M, (C) une matrice complexe possédant une unique valeur propre de
plus grand module A\;. Soit g5 € C" non orthogonal au sous espace propre a
gauche associé a Aj. On construit par récurrence les suites (qx)ken, (Tk)ken et

()\gk), vy )\%k))keN* en posant

= Aqr—1
N0 _ 7k (5)
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qu—1(J)
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Montrer que
k
. q0
lim =
k——+o0 )\k

ou v est un vecteur propre a droite de A associé a \; et en déduire successivement
les trois limites suivantes:

kggrﬂoo ||7Aq1c|| = [\
)\1 k v
lim = —
k—>+oo(|)\1|) T = ]|
et
lim A% = )



