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TD6 AGREG 2004:

EDP et polynômes

1. (Etude d’une EDO avec conditions aux limites) Dans cet exercice, on
étudie l’équation différentielle avec conditions aux limites suivante:

{
− u′′(x) + c(x)u(x) = f(x), x ∈]0, 1[
u(0) = u(1) = 0

(1)

où c ∈ C([0, 1],R+) et f ∈ C([0, 1],R).

a) A l’aide du théorème de Cauchy-Lipschitz appliqué au problème de Cauchy
paramétré par λ ∈ R:





− u′′‚(x) + c(x)u‚(x) = f(x), x ∈]0, 1[
u‚(0) = 0
u′‚(0) = λ

montrer qu’il existe une unique solution u ∈ C2([0, 1],R) de (1) (méthode de tir).

b) Montrer que si f ≥ 0, alors u ≥ 0 (principe du maximum).

c) On cherche à présent à approcher u à l’aide d’une méthode de type différences

finies. Dans toute la suite, on note h =
1

N + 1
où N ∈ N. Montrer tout d’abord

que pour toute fonction u ∈ C4([0, 1],R), il existe C ≥ 0 tel que

∀N ∈ N, ∀i ∈ {1, ..., N}, |u′′(ih)− 1
h2

(u((i + 1)h) + u((i− 1)h)− 2u(ih))| ≤ Ch2

d) On propose pour approcher u le schéma consistant à construire pour tout N ∈ N
la famille (ui)0≤i≤N+1 vérifiant




− 1

h2
(ui+1 + ui−1 − 2ui) + c(ih)ui = f(ih) (1 ≤ i ≤ N)

u0 = uN+1 = 0
(2)

Montrer que le vecteur U = (ui)1≤i≤N est caractérisé par une relation du type
AU = F avec F ∈ RN et A ∈ SDPN (R) à déterminer.

e) On considère la famille des matrices B ∈ MN (R) vérifiant les trois propriétés
suivantes (M matrices):





Bi;i > 0
Bi;j ≤ 0 (i 6= j)

N∑

j=1

Bi;j > 0 (1 ≤ i ≤ N)

Montrer que B ∈ GLN (R) et que si F ∈ RN a des coordonnées toutes positives,
il en est de même pour B−1F . En déduire que tous les coefficients de B−1 sont
positifs.
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f) En utilisant le fait que pour tout ε > 0, A + εI est une M -matrice, montrer que
tous les coefficients de A−1 sont positifs (principe du maximum discret)
g) En utilisant le vecteur V = (v(h), ...v(Nh)) avec v(x) = 1

2x(1−x), montrer que

|||A−1|||∞ ≤ 1
8

h) Montrer la convergence d’ordre 2 du schéma d’approximation (2) de (1) pour
des données c et f de classe C2, à savoir:

∃C ≥ 0, ∀N ∈ N, max
0≤i≤N+1

(|ui − u(ih)|) ≤ Ch2

2. (suites de Sturm)

On construit la suite de Sturm S = (Pi)0≤i≤k associée à un polynôme à racines
simples P ∈ R[X] de la manière suivante:





P0 = P

P1 = P ′

Pi+1 = reste dePi−1 par Pi

en s’arrêtant au dernier polynôme non nul. On définit également la fonction
V : Rk+1 7→ R conmptant le nombre de changements de signes dans une liste
à k + 1 éléments après élimination de toutes les valeurs nulles. On note enfin w la
fonction réelle telle que w(x) = V (S(x)).
a) si r ∈ R est une racine de P , examiner les signes de P0 et P1 au voisinage de r.
b) Que dire de Pi+1Pi−1(r) si r ∈ R est une racine de Pi pour i ≥ 1?
c) Montrer que si r est une racine de P , on a w(r + h) = w(r − h) − 1. pour h
suffisanment petit (on distinguera les cas où r est racine ou non d’un des Pi pour
i ≥ 2).
d) En déduire que w(a)− w(b) représente le nombre de racines de P sur ]a, b].

3. (règle des signes de Descartes)

Soit P ∈ R[X] pouvant s’écrire:

P (X) =
n∑

i=0

aiX
i

On note w = V ((ai)0≤i≤n) où la fonction V est identique à celle de l’exercice
2. Montrer que si w = 1 (respectivement 0), alors P possède exactement une
(respectivement zéro) racine dans R∗+.


