TP n°5 AGREGATION 2004

APPLICATIONS DE SCILAB (Partie II/IV):

Modélisation d’expériences aléatoires, Méthode Monte Carlo
Après la première séance d’applications de Scilab dans le domaine de l’algèbre linéaire, la deuxième séance de ce cycle propose quelques applications du logiciel en probabilités et statistiques. Celles-ci s’appuieront en particulier sur les instructions de base précédemment vues dans le TP3 lors de l’initiation à Scilab (rand, grand et histplot). Après l’apprentissage de quelques instructions complémentaires en probabilités, la modélisation d’une expérience aléatoire est effectuée avec Scilab et permet d’aboutir à la formulation de deux conjectures. Celles-ci feront l’objet d’une vérification dans le TP7 à venir à l’aide du test de vraisemblance du Chi-deux. Dans une seconde partie, la vérification numérique sur des exemples des deux théorèmes limites est entreprise avant d’étudier leur application à travers la méthode Monte Carlo.

1. Instructions complémentaires : fonction de répartition
Pour chaque loi usuelle (normale, Poisson, chi-deux,etc…), il existe une instruction commençant par cdf (cdfnor, cdfpoi, cdfchi,…) qui permet de calculer la fonction de répartition ou son inverse en chaque point mais aussi de retrouver toute information manquante sur ces lois (paramètre, moyenne, variance) connaissant toutes les autres (voir l’aide en ligne en tapant apropos cdf).

EXERCICE 1: sur l’exemple de la loi normale N(0,1), tracer la fonction de répartition empirique d’un échantillon de 200 tirages et comparer avec la fonction de répartition exacte donnée par cdfnor. On pourra utiliser en particulier les instructions sort et plot2d2.
2.  Modélisation d’une expérience aléatoire

On s’intéresse  à l’expérience aléatoire suivante dite de l’urne de Polya :on considère une urne contenant initialement 1 boule rouge et 1 boule verte. On effectue N tirages successifs se déroulant de la manière suivante : on tire une des boules de l’urne puis on la remet dans l’urne avec une nouvelle boule de la même couleur. On notant XN la proportion de boules rouges après ces N tirages.

EXERCICE 2: proposer un script permettant d’effectuer M expériences indépendantes de l’urne de Polya à N tirages. Avec l’aide éventuelle de l’instruction bool2s, formuler une conjecture relative à E(XN) et à la loi de XN

3. Théorèmes limites et méthode de Monte Carlo


La loi forte des grands nombres ainsi que le théorème central limite sont à la base de la méthode de quadrature de Monte Carlo. Ils permettent respectivement de démontrer la convergence de la méthode et de fournir une estimation d’erreur sous forme d’intervalle de confiance.

EXERCICE 3: en utilisant l’instruction grand, vérifier expérimentalement pour la loi de Poisson et la loi exponentielle, les deux théorèmes limites (convergence presque sure de Sn=(X1+…+ Xn)/n vers E(X) et convergence en loi de (n (Sn-E(X))/ vers N(0,1)).
EXERCICE 4: sur l’exemple de la fonction f(x)=xsin(x) à intégrer sur [0,/2], comparer en fonction du nombre d’évaluations de f, les erreurs  ‘réelles’ et ‘théoriques’ (à 95%) commises par la méthode de Monte Carlo.
