TD5 AGREG 2003: ALGEBRE LINEAIRE

1. (matrices de Householder, reprise TD4) Soit v ∈ R^n \ {0}. On note H(v) ∈ M_n(R) la matrice (dite de Householder)

H(v) = I_n − 2 ||v||^2 v^tv

et H l’ensemble de telles matrices complété par les matrice I_n et −I_n. a) Montrer que H(v) ∈ O_n(R) ∩ S_n(R) et que toute matrice Ω ∈ O_n(R) est le produit d’au plus n matrices de H.

b) Soit (x, y) ∈ (R^n)^2 tel que ||x|| = ||y||. Montrer qu’il existe H ∈ H tel que Hx = y.

c) Soit A ∈ GL_n(R). Montrer qu’il existe P ∈ O_n(R) produit d’au plus (n − 1) matrices de H tel que P A = R soit triangulaire supérieure. Préciser la construction de P et R.

d) Proposer un algorithme basé sur les matrices de Householder donnant la factorisation QR d’une matrice A en approximativement^{4n3}_3 opérationsélémentaires. e) Soit A = [a_{i,j} ] ∈ S_n(R) et k ∈ {1, ..., n − 1}. On dit que A est de type k lorsque les réels a_{3,1}, a_{4,1},...,a_{n,1}, a_{4,2},...,a_{n,2}, a_{k+1,k−1} ,...,a_{n,k−1} sont tous nuls. Lorsque A est de type k ≤ n − 2, et pour toute matrice H du type H = ( I_k 0 0 L )

expliciter la matrice B =^tHAH. Montrer alors qu’il existe H ∈ H tel que^tHAH soit de type k + 1.

f) Soit S ∈ S_n(R). Montrer qu’il existe P ∈ O_n(R) produit d’au plus (n − 2) matrices de H tel que^tP SP soit tridiagonale. Que devient le résultat si S n’est plus symétrique?

2. (suites de Sturm) Soit (P_i)_{0≤i≤n} une famille de polynômes réels vérifiant les propriétés suivantes: (i) P_0 = 1 et P_i est de degré i et tend vers +∞ quand x → −∞ si i ≥ 1 (ii) si P_i(λ_0) = 0, alors P_{i−1} (λ_0)P_{i+1}(λ_0) < 0 (iii) P_i possède i racines rélles distinctes séparant strictement celles de P_{i−1} .

Pour tout μ ∈ R et i ∈ {0, ..., n} on note

S_i(μ) = { 1 si P_i(μ) > 0 ou P_i(μ) = 0 et P_{i−1} (μ) > 0 − 1 si P_i(μ) < 0 ou P_i(μ) = 0 et P_{i−1} (μ) < 0 et E(i, μ) = (1, S_1(μ), S_2(μ), ..., S_i(μ))

On désigne enfin par N(i, μ) le nombre de changements de signes dans la suite E(i, μ). Montrer alors que P_i possède exactement N(i, μ) racines strictement inférieures à μ.

3. (méthode de la puissance itérée) Soit A ∈ M_n(C) une matrice complexe possédant une unique valeur propre de plus grand module λ_1. Soit q_0 ∈ C^n non orthogonal au sous espace propre à gauche associé à λ_1. On construit par récurrence les suites (q_k)_{k∈N}, (x_k)_{k∈N} et (λ^{(k)}_1 , ..., λ^{(k)}n )_{k∈N}∗ en posant x_k = Aq_{k−1}

λ^{(k)}_j = x_k(j) q_{k−1} (j) q_k = x_k ||x_k|| Montrer que lim k→+∞

A^kq_0 λ^k_1 = v où v est un vecteur propre à droite de A associé à λ_1 et en déduire successivement les trois limites suivantes: lim k→+∞

||Aq_k|| = |λ_1| lim k→+∞ ( λ̄_1 |λ_1|

)^kq_k = v ||v|| et lim k→+∞

λ^{(k)}_j = λ_1