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TD 13: optimisation d’une fonctionnelle quadratique avec contraintes

L’ objectif général de ce TD est d’étudier la convergence de trois algorithmes de recherche de minimum
local avec contraintes : le gradient projeté, la méthode de pénalisation et I’algorithme d’Uzawa pour un
cas particulier.

Dans tout le TD, on s’intéresse a la minimisation d’une fonction quadratique J : R” — R telle que

avec C' une matrice de taille p X n (p < n), de rang maximal p et d € RP.

Onnote 0 < A1 < ... < A, les valeurs propres de A.

Exercice 1 (étude théorique)
1. Montrer que J admet un unique minimum global z* sur Q = {z € R", Cx = d}.

2. Montrer qu’il existe un unique A* € RP tel que

Az* 4+ 'CX* =b
Cz*=d

Exercice 2 (méthode de pénalisation)

On considere la fonction pénalisée :
p
Tp(w) = J(z) + S ||Cz — dl]*

0 p > 0 est un parametre de pénalisation.
1. Montrer que J, possede un unique minimum x,, sur R".
2. Montrer que pour tout p > 0, ona J(z,) < J(z¥).
3. En déduire que la famille (z,),~0 est bornée.
4. Montrer que la seule valeur d’adhérence possible de toute suite (x,, )nen avec p, — +00 est
égale a z*.

5. En déduire que toute suite (x,,, )nen avec p, — +0o tend vers z*.



Exercice 3 (méthode du gradient projeté)

On note P la projection de R™ sur le convexe fermé €2, c’est a dire que P (x) € ) et
proj q

—P — mi _
llz = Pa(2)]| = min|jz - ]

1. Montrer que =* est tel que
YoeQ, <VJ@),v—z">>0
En déduire que pour tout p > 0,
" = Po(a™ — pVJ(z"))

2. On considere 1’algorithme du gradient projeté a pas constant : partant de vy € R™, on construit
la suite (ug)ren telle que
up1 = Po(ug — pVJ (ug))

Montrer que si p < 5=, alors la suite (u)ken converge vers z*.

Exercice 4 (méthode d’Uzawa)

On considere 1’algorithme suivant : soit Ay € R? et p > 0. On construit les suites (A\;)ren €t (Ug)ren
ainsi : Aug = b — O\ puis

Mer1 = Ak + p(Cug, — d)

Aupyr =b— "O\eps

1. Montrer que
Ner = X2 < 1 = X1+ (0| C1P = 2pA0) ||ug — 27|

2. En déduire qu’il existe p; > 0 tel que si p < p1, la suite (uy)xen converge vers ™.



