
Séance 11 : méthodes de quadrature &
( partie 2 : méthodes de Gauss) {tfbelwlsddxnn Êéifbci
Déjà vu cséanazo)

à {Exil ( points)eJqp[
"'

1) Introduction et propriétés générales (di ) ( poids) c- Rn"

2) Méthodes composées
l' objectif consistera à construire
- laméthedu d'ordre le plus élevé possible
Contexte : feux, PER) ànfixé. On rappelle qu'une méthode
w : Japon - IRÎ , pàdgtelqvedde quadrature estd'ordre Msi elle est

ses moments xtxîw sont inter- exacte par les polynômes dedegré EN .

-grable . On cherche uneméthode de

quadrature du type :



3) Méthodes de Gauss 34kg . . -Py . .
. } telle que f2

3.b) Rappels sur les polynômes orthogonaux ci ) d' CP] =n
On munit l'ensemble dsfondièng centimes §. ) Pn est unitaire ( Pnlxtxt . . . .)

surjx, pot de carré intégrable : cü ) V-QC-Rn.FI, 4%03--0

r-qfebtqpqkyffkiwlzfztgonparledelafamihu.de polynômesorthogonaux par le poids w .

d'un produit scolaire * Exemples :( voir XD]
< frg > =/! ftxgbowcxodx -zqpz.is-pigeais -1

→ polynômes de Legendre
Toute fonction polynôme estmdvsedansr.sqpt-J-tketwso-1-p-p.sc.
Par orthogonalisation de Gramschmidt se polynômes deTchebychev
de la famille { six, - -x} . .

. } , on -074Fr⇒qtoo-etwcoo.es
"

→ polynômes deLaguerre
montre qu'il existe uneunique famille → Ign - Retweet e-

à

→ polynômes d' Hermite



Parmi les nombreuses propriétés générales de 3. 2) Construction des méthodes deGmf
cesfamilles de polynômes (voir on

utilise la propriété suivante :
Qu'oàmeisàtltnlafamiltedes

p
polynômes orthogonaux associéeaupoids Ip , µ

• sur Jqpt . Les polynômes In
Max

, an

sont scindes et possèdent nraànes
↳ théorème suivant montre l'existence

simples toutes dans Ypg .

et l'unicité d'une méthode à Ems) points

( preuve : voir TD) dDqMd'ordre 2nA .



Théorème : Ilexiste uneunique méthode porêuvéreedeeaméthadedeoanss#
de quadrature du type ← Unicité :satunemithodedeqvadraffcxowcxod.cnÊotiflxi) turealntdptsotordnecznttd.cn note
qui soit d'ordre 2nA - Dans ce cas : ff00 = ÎICX -oui )
*La famille des points kilos ;« cornes- On montre que Inn estlelntilene
pond aux Cnts) racines dem Interne polynôme orthogonal associé anpoidsw :
polynôme orthogonal associé aupotdsw.cioeteiio.ch .

Paroi soit QERNEXJ
* La famille des poids Ctiloeien ftp.nbddbdwbodx
s'exprime par : ¥ Y
ti = {libowcxodx LE

=EIRnnlxilatxil-ooullidoo.inest la famille des polynômes p
de base de Lagrange pour les points txioepn ordre 2ND et on a donc ciii ) A



Par l'unicité des poids , sotlilee → la méthode est aumiens d'ordre ¥5
ftp.lynomedebasedkagrangeas#eieauxsoitQ-ClRnLE )
points cxio.6nadollil-ngaabowboobu-ffgE.obydljlx.mx"
et donc : ✓

II. b. DEQEQsatlibowcxodx #jéjlikjl Êalxjo g- taux
(ordre2nd) ✓
= # A #

"j

* Existence : On vérifie que la → la méthode estau moins d'ordre 2nA :

méthode proposée dans tenoneéest soit QEIRzm.MX) . Gneffectueladivision
bien d'ordre 2nA

.

On montre cela euclidienne de Q par ÎILX-xD :

enonétapes : QLxt.IT#iDMlNtRlXj&YxofEndoEn



On calcule les 2expressions séparément : f6
* ff8 bowbodx-ffkm.ba Mbdwlxldx

A)Çrbowlxd" Exemples
= 0 A SIRbowbddx
~ • Méthode de Gauss -Legendre :

Ann.pro =D -
= ÎËXIRG%BEttlqwoo-ztfotifbyt-j.ly/qIs/j.aiDn#µ Ëf"

"" î ÎË -liftai )
d'ordre 2h11 :

+ Îotjrtxj) - n -1 : tloeynômgdekgendn :
1. X )

E- § , _ . . et
= Êcjrbij A ↳ fraise ft t ft#



* Méthode de Gauss -Tchebychev : (Illustration informatique ¥
-

JqpE.jp#efww= 1-
comparaison Rectangles trapezèslsimpsen !§g§

.

! | !
"
FÏ BYJieamith.de est

1 exactement d'ordre 2nA .

( exercice ou poly)Les polynômes de Tchebychev entuneexprssi'N g) Les poids disenttouseapeiàtetat. comme leurs racines !

strictement positifs * En effet)
à:÷à%ËÈ¥ÈàË::* .is?i:I:::ixux--jEiifiixif
Et"¥i¥Êttx÷÷ = "

( idem : Gauss - Hermite) Gauss - Laguerre)



3.3) Convergence des méthodes de Gauss Une estimation d'erreur peut f8
également être utilisée :

Un résultat cthéoriquodeconvergence Théorèmeisatcqpt-IR.esdonné par le résultat suivant :etfecrntycqpyplfropositienisoitlqp.IR?etfeR.OnaGnalieshmdicn suivante :

Çç*( bitonaux-Êifkil Eqo > ¥""lI firttxowcxodxLÀ C2nt2) !
pour toute méthode de Gauss . où TGO = ÎICX-ait
preuve : voir théorème §1(séancebol Étau
-

En général,oncapleunemithodedea-aussPICveitpdyg.NL:p;?¥;)Exacte ! par Gauss Legendred'ordre fixé avec -une subdivision d'un
£ = fK¥

intervalle [qb] d'intégration Noir 135


