
séances 4M résolution de aux erreurs d'arrondis) . 1)
systèmes linéaires par * le problème rencontre dans de
méthodes directes nombreuses modélisations cvoirseânw}
-

ettextesdemodélisatia
.

I Introduction * Lamidat :
-

A. ( Femen) -deHAI.IN|*Problème à résoudre : soit A ~
- amatrice .LA :

une matrice inversible ( AEG ! j
etbeR.cn cherche à résoudre Aij=i#)
le système Ax > bde manière * *

efficace"numériquement .
( terme : C- vittdetcrfij))

-
- n'est pas adaptée dans-texte .

( x ) rapide et robuste ( par rapport -Par exemple, si n = 100 , avec



la formule du déterminant , 108 opération, parseconde , f2
det = Seconda

,»
. . .am/sat100MflopsJyil faudrait

•c-& floating Operations per second
on doit effectuer plus de 3.10

"Exondes
,
soit plus

• n ! additions-
que la durée devie de l'univers, par{ n n

.
n ! milieu { résoudre ce système .

. . .
-

sit
de l'ordre de@ tn ) ! opérations, on L'objectif estià déconstruire de-

nouvelles méthodes directes
,
c'està direAu final

,
par résoudre un
_

système 100×100, il faudrait exactes ( théoriquement ) hors arrondis
effectuer f3 .

10
'" opérations . numériques .

Avec un ordinateur effectuant xt-stusunum.tn#uede la
méthode à construire ne doit pasêtre



7

confondre avec lecenditionnement
. §

d'unematrice >
Celui-ci est indépendant

Méthode de Gauss

de la méthode construite et mesure → exacte (directe )
seulement la capacité à pouvoir _ rapide
résoudre numériquementunsystème → robuste par rapport aux erreurs d'arrondis

ËËË:ü÷::÷:::Ëë÷÷ü÷ü:÷:÷÷:l'échec assuré ) triangulaire , simpleà résoudre , en effectuant
des transformations de Aetb .

* Resolution d'un système triangulaire :
Tu=B



" ( ¥
.# avec toi,# o)

ba On presente tout d'abord un f4
prinujxdetnansformati-enenta.ee

La résolution s' effectue parle de Aetb faisant apparaitre des zéros"
principe de remontée : sous la diagonale delateredennedett :

On note A :[aiyjetb-dg.IE?:::ir-i:fst:::::i:÷÷¥¥:*
en n' opérations environ (équivalent) kely.my

( plus grand coefficient delattedennede AAA)
Oneohangu les lignes beti dans Aetb
→ Âetb



Etape 2 (combinaisons de lignes) * On présente ici l'algorithme de §Â:[ajjetb-cbjz.a-aussdemanierencoreforrmehe.P-our2.siEn
,
on remplace L'idée consiste à itérer leprincipe précédent

laligneideATetbfneteietisurunesivsma.ie .

÷:ÏËÎ÷÷?§.EE?ii:ii::.onr-tdeaetsu*A,b-GlAfGlbd.Onndematrices et second membre . Gnou Au GCA ) et# = G- Cb )
- - a attention 2 : annote Arlette'N le¥A¥§ÜfÎµ sans matrice de A) fermée des lignes étalonnes
\ de2ème

.

A
'

- ? ? IA
'

:b nos GLAII
, Gtbllàjvstifier1-
-



On note AIEGCAÎ ) ( taillent targui ¥
et Azla matrice de tailler iefaut traduire en termes
( aiqnrgeitelatreligneetdomudeADN.perations algébriquelatnansfori

,

malien élémentaire :

Itération n-1 : On dispose du
* Echange de lignes :

An et b. telles que
l'échange delalyiutetdelalignei

" " ( dans A revientà transformer"" "ÜË Ken"¥ÀÏüüiü
o ÷ ÏËÉËÏ? )-

funésat An
. ,
#bn-iparlmatn.ee de transposition )remontée
.

FIN %



Combinaison de lignes :

-

Equivalentau system Ax-¥
le remplacement de Li End

.
En se plaçant alors à l' itération le

Par Lit ai ↳ revientà
del ' algorithme,üËûî%%àïü

transformer A en
à

?m¥E¥K -

y:O
⇐ ¥ËÏÏËÏÏÏ:• d. r

( matrice de transvection ) .

. _
.

- -

t - t

On remarque que Jet Esat
Ap est inversible car

k- i
inversibles ( det=-1 et det E-1) della! = det LA . .

- ap.pe ,
Le système G-A)ai G- (b) est donc A →-pivots # 0



Ainsi ftp. , est inversible et il est * Aufinal, et avant renient
possible deréaliser l' itération le D ilfaut effectuer environ
On dispose à ce stade d'un algorithme 2ft 2cm-ft

-
t 21 =÷÷÷÷÷:÷÷÷÷:÷÷÷Ë -

= .mn ¥
→ Coût de l'algorithme de Gauss :

Sur l'exemple d'un système 100×100,
- etd'un ordinateurà 100M flops )
* n

'trois ( négligeable) il faut moins d'un centième descendes . . . .
* A l'itération 1 :

→ Robustesse de Gauss
chaque ligne :( Li → Li - 4)-
1 +2N opérations

peut montrer que lastratégie
soit @-outan) N 2n' opérations de pivotpermet d'assurer le



robustesse de l'algorithme de Gauss Factorisation LU ¥
( en évitant les risques dedivision par
un pivot très petit I.( voir# . .

(b) la Dans le cas où il n'a pas été neessaire
Remarque : -èdÛg(et qu'aucune
* L'algorithme de Gauss sert aussi stratégie n'est utilisée), la matrice triangulaireCk)
à calculer des inverses et des ( supérieure provient de produits de A- aveudéterminants .CN des matrices de transvection :

CN della . = TEA deter ) NE
À

↳Ëeaéa:b:* to!) A- An
(a) Résolution de M

n systèmes élémentaires 4 P q
n- i n-2 f

a) Référence : Lascaux-Théodore Chanel)



En transformant cette relation .nu On a donc A = LU
A- LEÏI ) -

- LE An
. .

A r

ËËËËÎ.Ê§¥g÷÷ énerver.

IEÏ - - - ( En.it =

ËÏ÷÷ÏËËË



Théorème : soit A- C- GLNLIR) premier-.

telle que tous ses mineurs principaux

Dg ,
- - - qu )

* il suffit de fier
que la condition du Théorème autorise

au .

-
- ager de ne pas avoir à utiliser d'échange

÷
: ÷.ie?::::::tf:iE:::i::::'aussi .mn.avec lii -1 Eitan) au # Ocemmelerpirôt .{
expo triangulaire supérieure * Itération k : on se trouve dansA- = LU la situation suivante :-



| Encendvsionaqkjè
! i

etonuaen échange de ligne
Arai Ë?àïFA n'estneàsaireàa# nouvelle

étape .

%!"" mündetûthîa ÏÏ"
""

Lit , -_ Uz( ÏÏ.it: "
puis enealculantle déterminant : t.io#I-s
ai

.
.
. _ aqkà = 1. detllbk) - TP

Fo Fo ¥0 (KI )
#diagonale



Ainsi
,
4-
'

↳ est diagonale avec des
coefficients egauxà 1. D' ai

2) MêmesAestbiencendih.nu#3ilestpossieleqveLeHouU.nelesoientLfLz--Id => 4--444=4 pas .

3) De manière générales AEGLNUR)Remarques en

ilexisteunematieepdepermvtationhqy.lafactorisation

LUpermetdepa.LU#:::i:::::::::s::¥÷÷÷:÷ï÷÷ï÷÷÷:*.triangulaires ?

Lp ← G
"
bander-d'urographie : si

puis Ux=P A=kËËÏà)=LU
alors 0



" et üü÷:üü¥÷±÷,
0 on peut récrire sousune autre forme
" ¥::÷:ÏË÷÷÷:*:*(voir TD4) preuve à l'aide de Gauss) -larrèinférieuro telleque .

⑤ Factorisation de Cholesky * bière ( sein)

Gnsupposeià que Aestsymétnue définie
k A = BCB)

positive Asso)
retaper"

Parle critère desylvester , preuves * existence : on en

dehors >ou déjà A- LU .

De plus , on



montre
que

'

soittctps-BCQV-iezq.myruii >0 Pris pjtc
←
ctpj '

( par récurrence,en reprenant la preuve ~_ -:÷÷÷÷:÷÷:÷÷÷:÷÷¥÷:÷Ë÷ï÷Ïü:*.etona
dents coefficients sont :&.tn -1

A- ⇐ HD DUonadonoB-itc-Idsoit-LLDICD.tw) c- TB et A- =BtB avec
- -

B cbii-tuiiso.ir?inf-Tr-svpp* Unicité ⇒sionaA-BTBdoBGmmeAestsymetniquetA.ttavecD-diaglbn, - - bnn) ) anar



A- = (B. D- IL D'B) pas la méthode de Gauss mais §- -

lamer napper une autre méthode,environ 2µs plus
lii-JP-arlnnieitedelupstpsestunigue.rapidei.la méthode des coefficients moleter-
- - mines

.

" " ïïë¥÷÷÷:÷÷÷Ë÷:÷ïGnendédvitquelesbûih sont
-

|
uniques etdemémeparrlesbii# etpeutse résoudre "colonne pardonne

"
?

DestdencuniqwytatammeB.fr/xi--b:bps--taTCcfaiq > 0)
En pratique,par rechercherune bz , _ AI} bu

factorisation de Cholesky , onnitihse Ëµµ=Ç%



jour z ?uÙ de manière générale soit de l'ordre de n% ¥
bii-aii-E.bi.at ( positivitégarantie opérations

.

. ràÊËEEy5 Factorisation QR§÷iË §.ua?:s:gEeI?an:iEea-knIinbni-----
A R avec

cette méthode nécessite : QEONUR) (orthogonale)
* n racines carrés ( rapide avecNewton){ R triangulaire supérieure .
•
" division ① on peut alors résoudre{ a ne ad
!

n multiplications . facilementun système Aacsb



en résolvant lesystème triangulaire (ap . . _ an ) forme une base¥8Rx = tab
.

IRYAEGLNHRD .
Elle s'orthonormale

Théorème : soit A C- G-LNR) -Il en une famille ( qym - qn) tq
existe un nique couple LQNtqq.atA- QR où : Hail

* QEONUR) qz = az- Ka , qD) q ,2

÷:÷÷÷÷:÷:::÷:::÷:ËËËÏËËË:*A = ( G
- - T ) Lafamille#↳



* Unicité : on se retrouve dans le cas 19f-

d'une factorisation decholeskyOn suppose A- QR-QZRZ-delamahicetd.farfunia.to de
cette factorisation, omar
F-Id

On a
.

donc Que et RER ,

(on peutaussi utiliser l'unicité de Gram
"Ë÷÷÷÷:÷¥÷:÷:÷üüü.

= Id Schmidt n' estpas
robuste numériquement .

Comme tiisockdieKR.fi#Onutilisel'algorithmudeHcuseholder
(voir 5) neessitant ~ 4mg opérations



2.) lafactoisatienQRsertepnlutotarecheroheraveclelangage.de votre choix f20
lesvaluspropresotunemabieelméthcducpytha, Matlab, Scilab, _ . _ )
QR : A=QR ,

ettesterdu-xisurdes.mahicis.de
AERO , -_ dzrz grandville , bien oumabanditienneés .

- ~ 1

ËÏ | à
Hilbert

3) La factorisation drsert aussi
àresévdredesproblenusdetype moindres

aléatoire 100×100 [¥⇒
carré .

( { EB
- -

- tn)A-faire : TDslpargraepesdetmester.ve
Tpz : > Implémenter un des Ax=A(Ê )algorithmes( Gauss ou Cholesky )


