
Séance 6 : résolution de systèmes
linéaires par méthodes itératives

1) Principe général
Le principe reposesur la décomposition

↳ problème à résoudre estinchangé : de A en A- = M - AAA où

on cherche à approcher lasolution Mature
.

matrice facile à inverser
de Ax =D à AEGLNHR) (bien (diagonale ou triangulaire), puisa
conditionnée) et BER? étudier la suite Capitale que :

Gnoheroheà construire à présent x. c- IR
"

une suite d'approximations Capponi {xp+, = M"Nxptb )
telle que Xp -" lorsqu'kwa . En effet, si xp-tu, alors
Lasuitelxh sera construite demanière a- M' CNU 1-b) soit
itérative : xkncftxed.mn - Nu =D et next



Infinity : on ditque
la méthode itérative 111M

"

NN cst . Avec cette norme
, f2

associée à la décomposition 1M, NHA en notant

epi-xg-qonarestconvegentesiksuitebkconvergexpa.sc- MTN xpetb) -MYNXTB)
pour tout x.ER?

Gala théorème fondamental suivant : Mx--Nxtb

Théorème : la méthode itérative
*eitekpi M' Nep puis

associée à ladécomposition CM,NHA Hep , Il ENM'NN - Heat et

converge sietseulementsillM-imkbneapzfmM-hmlklle.lt
preuve , rayon splectnal ⇐
- d'à ergo lorsque kF0Lison suppose que CLM

-
'

N ) < 1. On
a;) si, qrTAN) f1

,
on note n un

sait ( voir séance3) qu'il existe une vapeur propre devin associé @ unevaleur
norme subordonnée Ill N telle que propre de module et .su -_ un# inox



En initialisant la suite avec acuta Sideplus TMTN alors §
on a e. = M'

'

Neo -_ N'Nu wlaméthode est convergente .
puis - preuve :

-

Epi Ïku TLTMTN)=MttN=AtNttN
On ne peut avoir le -0 car ⇐TATTNTN

koto
= TMTN

Hewes Hull > 0 . Side plus t'Mfr180 , on cherche
↳ théorème précédent sesimplifie lorsque une norme subordonnée telle quecxo
A- est définie positive ( Asso) : MM

-

NMA letabrslLM.INT )
Théorème : soit ADO - fourbu On utilise la normesubordonnée

méthode itérative associée àladéom - la norme Hall = VETITES
A

position ( MM Nlponat MANGEUR) . lcèstbienunenormeçi ADO)
(a) en particulier symétrique On calcule 11M

- '

Nxlln? :



HM
"

Nxt! = CAM"Nx,ÀND Remarque : si la méthode ¥
-

⇒ AMYM - Aby MÏM-A)xD converge, la vitesse de convergence
- < Ax- AÀAX , x. M'Axl gnlt géométrique aveeuncoeffiàent<Aspo - CARIÉE -CAYMAN q( M'N ) ( plus cette valeur est1- CAM

-
'

Ax
,
M'As>
-

À petite, plus la convergence est⇒ 1-dur, MMAD-RMYDKAYWrap.de) .
Lon supposehxnj-Doaw-M-ttxtsoiti.gg Méthodes de Jacobi et GaussSeidel
vi.Nxllp? b- L'Maturant ¥ : on appelle méthode détaché

+LAID eaméthede itérative associée à
= 1- LEmÂÜw%€ la décomposition :

( TMTN )
Or at# 0 six # o . et alors M = diaglay.n.am) =D
dtntnllww> so car BMTN DOD N = M - A =D- A



On note F- M
- '

N -_ D' ID - A) -§
= Id - IA

"kÏ= taire . _
→a;÷xÊ

Regagne : lamikh.de est seulement
° # D-

ai,inxË
'

_ . . .
-ai;ÊÆÙ

définie pour les matrices A- telles que CIEIEN)

Vichy - -
n} , aii # O - Elle ( expo , e-J' XD - A)xgtb%eatiensestonv-genheseulementsilLJKI.laméthode dea-anssseideb.sn?snpfrEs )

L'implémentation de la méthode delaméthededetaobien remplaçants
consiste à construire lasuite parla partie triangulaire inférieure dit :
xp - Capi . . . - - xê ) telle que Defjoneorit

A- =D - E- F µ

xoekqudonquetdig.kz:÷ÈçËÉàËËÆÏÙd--



Defionappelkméthededeciaussseideb valeurs à l'itération}- htt
laméthedeitératireassaiéeàleidicom - m
-position -A=M - N avec aaÏ= taire .

- ai;ÀÎ
M =D - E

Tts Kern

{ N - M - A. F
- aiinxièi - . . .

-ai;ÊÆ
On note Lz=M"NID -EJÎF Dans le casai A- est symétrique définie
Remarque : comme partaobjlamith.de positive : -
estseulement définies a.i-fo.V-iehz.nlxparJaobjtMI-N-2D-AElleesteonvegentesilc.EDU.

( pas forcément po)
L'implémentation n'est pas plus coûteuse que * par Gauss Seidel,
celle deJacebiisixg-fxjm.xgftMI-N-D-tEI.tt =D»0

on a l'itération suivante :
( par Sylvester) etdenclaméthede
de Gauss Seidel converge



De manière assez générale, la méthode dehretdes : f7
de Gauss Seidel estplus performante Xp

,

⇐ CEXjh )

quelaméthededesacobiceàestpar 3) Autres méthodes itératives
exemplebassinet tridiagonale ?

Proposition :
soit D- tridiagonale . - méthode derlaxationcsor) qu' étendu

sieesmethedesdejacobiet.lu la méthode de Gauss Seidel
.

GaussSeidel convergent, alors , → méthode dugradient, qui rejoint
ls ) -CHT' une méthode d'optimisation .

(et la méthode de Gauss Seidelest 3. 1) Méthode de relaxation Louso
doncplus efficace) . en successiveoverrrlaxatieupreu-ve.fvoirpolyl.cndétermine L' idée conoisteàne prendre dans M
vnerdatienæntn les polynômes caractéristique fraction de la diagonale det :



DJ : la méthode SOR consiste à prendre pdetkwlddetlmll.hnNI §
la décomposition suivante : ⇒ LE -1%44 I
M = f-D - E

= lui -N
N = M - A = ( f- 1)DTF si w # Joie,

ldetllwdl f1

oàw (paramètre de relation) est so .

et on ne peut avoir w) <1er

On note La = M'µ ldetkwdl-II.si )
(on retrouve bien Ganssseidelsiw =D Réciproquement,si A- Poet a 2f

Le paramètre w sesitue nécessairement
en a
-

dans Jq 2E arona-tMTN-CE.US f2 ID
- Do

et laméthode converge-



Il existe dansacasunevaleeroptimaleprzecv.ir Ciarlet ) f9
pour co : (Introduction à l'analyse numérique matricielle)
Théorème : soit Asymétrique définie Illustration ( voir code Scilab )
positive et tridiagonale . Alors les méthodes 3.2 Méthode de gradientdeJacobi

,
Gauss Seidel et Rlarec

L' idée
, différente des précédentes,wejqzdonvegent.Depluqilemsteensi.pe effectuerune décomposition

un uniquewoprEJqttelqwanecM.matniadntypeDInilllw.pe) = Min llhwl.GS#:onappdlemithodedngradient,WÉY" la méthode associée a- la décomposition :wopt-pfpf.es et
M > II

Cllwopr ) = wopr -1 IN = M - A- =L Id - A
oie de

.



Cette méthode est toujours définie et ciosixxozxylame.tk
une itération s'écrit : du gradient ne converge pas .
"
ça {Id - A)xgtbciilsiod-srlamithededugradienf-xpqpag.ee) envergeai de]qÊ[ et :c existe

(caitotuneibirah.ae#prp
un paramètre optimal :

mitard tqt = pour lequel
La convergence delamithahestobtenveqpp.im ) = cendre A -1
avec lethéorenne suivant : ¥1

soit Xntlr

Théorème : A- e- GLNUR ) ayant
p.ge , voir

par valeurs propres les réels pages. sisi A on retrouve
XSE

- - - Etre -

une méthode de minimisation d'une
fonctionnelle quadratique



TDS :/ f11Jlai - {LAqao-CBPDExzet2.us pratiquescette fonction admet un unique -
minimum xd pq

Cuneasàe G. 5. est moins performantquej'ai
Cat)=Ax* -bao €3

? une nouvelle méthode itérative

E-4 : preuve - de convergence
du gradient .( voir séance " optimisation" ) -

Exercice :

Implémenterune méthode itérative
devotre choix

, appliquée par exemple
àlamatniuduhaplaiien discrétisé.
C- email : laurent. dumas@ursq.fr)


