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1) Rappel des notations yeÊKqDpRm .

kscheinaunvmériqveàunpas :

• D-robleniearesovdrede Cauchy :
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] -- fctjltdrtc-cq-DYym-r-yntltm.tn#ltyyytm.iNCoEnEN-t)yco) C- Rm fixé

g. ⇐ /Rnfixé
où lafondicnf :[QTJXIRM_ IRM où § :[9T]×lRm×[qT] -112m
est etgfobaypshitzienneetyndesig.no une approximation

deyctn) .
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Euler :# ttyw-fctyD.yexa.be déjà vuparlaméthode d'Eulerexplicite
¥ précis et stable .

approximation _ * I N

aeyl# appraheé Gndifmït pour cela 4 propriétés par
Yi .
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• stabilité → effet des perturbations
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§ ( convergence nscndiendejàvue)tn
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x ordre _ vitesse deonveyenw
L'objectif estde définir unschéma
convergent (onsens out you - y ,



2) Consistance
,
stabilité

, convergence fini ËIENI = 0 §
et ordre : définition, n=o

N-to

DIY :on appelle erreurde consistance * Def 2 soit le scheina perturbé :
de laméthode C2)

,
laquantité :

E- yctn-I-yctj-a-qltyyynjn.pe?y3m--ZntDT0Iltyzn, HEU
perturbationzoetpmfixéoù

y
estune solution de (1) (à

yloodennéetpar une subdivision régulière . oui ( Endosser , IRM fixé .

( il s'agit de l'erreur du schéma a) quand Gnditquelesohernoucz> eststable si
mon"

injecté
" lasdutienexaote.me
- Max A yn-z.AEMtlyo-z.tt#M&YEnNn=o
on dit que

leschéma (2) est consistantsi "" N
- où MetM'constantes indépendantes de

N
, yqz . .



+Def3 : on dit que les Ces 4 propriétés sont en général ¥
estxgnts.ie établies grâceà 4 propriétés dela

fini Max lyn-yctjp-o-fendi.no reliées /et démontrées au
N
-+•
""EN paragraphe suivant) .

(similaire l'utilisation de la convexité]{yo-yo) 3) consistance
,
stabilité
,convergence

et

( dejà vue avec Euler] ordre : propriétés de la fonction§associées
•Def 4 : le schéma (2) estd'ordre
(au moins)pFÊTE ;

Théorème 1 : le schéma (2) est

- consistant si etseulementsi :

ÊIENIECLDTP Etty ,o) = fcty )
n = 0

ai En est l' erreurde consistance ( pour tout te cois, germ}
(etc >oune constante indépendante dent



mal [ DTIPNIEE §
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-yctnn-yltn-BTOIctyyctnjb-n-TA-F.AT/-kyyknD-AT0IltyyhfD-DD-oraiheus.jpÎDTILNI- { lfltjirtôityiootldtn=o Natoo7-Dtlxntpn) à

{
✗n-fkyyknu-OIkyyla.jo) P- définition d'un?

.to#EYn.nf=0Ikyykqo)-oIctyychjs-" si la méthode est consistante
,one

fltyitt-fltycrpol-vt-c-Lq-DY-EFTEF-etpart.vesolution gde C1 ) .

en notant § Cth) --OILtyltnfhlsatctIYYC-cq-M.HR?P-orCauchy0I~estunefonction continue sur [qDx[qT] Lipschitz , ilexiste une unique solution
et donc uniformément continue . uofhgyct9-yb.cn a donc
sais>Ôpatassggrandaadenufltty ;) =# Lt? yoyo)



x Réciproquement, si fltyt-OIttywpryeielleestbaseesurle2.MG
partout ctyl-cq-DNRJ.nu lemme technique vueàlaséanw
bien la consistance duschéma . prÂËde la

convergence
du

corollaire : la méthode d'Everest scheiner d'Euler .

-

si OI est Lipschitz,
consistante

. onwpnsswstnaya.tkMetal :
Théorème 2 lesohémaoczest Mfm-zm-ik-lyn-zntn-BE-klyn-zr.tl

1- lent
stable si § est lipschitzienne Onen déduit

NATIA n-iln-s-i-s.AE
par rapport àsa 2- variable y : Ayn-znttkenyo-z.il-E.ee pq

Izo

7-1>0
,
Kt
, yyyyhk-cqtxkkq-D.e-n-nryo-z.tt e%^-Ë* Kitqq.gg#,,g*,,...nyf

, , g. ÷ ,
etla méthode est stable .



Corollaire : laméthodeov Everest Théorèmes : un schéma (2) f-
"""

[
""

"
"""""""""""

ceneffetcflt.N-fcty.at (consistanceAstabilité- convergence
)

L - lipschitzienne) . preuve : on considèreun schéma Censis-

Remorque : les constantes destabilité -Étirable .
On prend dansla definition-

obtenues :M=M'=Ê-Tpeuventêhwdebu stabilité,une perturbation Enejalu
très grandes et donc conduire'a un èlerreerdu consistance . Dans cecas)

mauvais conditionnementnumérique : le schéma (2)
" devient " exact" :

voir TD8.su l'exemple d' Euler . zn-nyltn.si z . -ylo) )
Avecla définition delastabilitéona :

Ayn-yÏkMyiyÎHtM. ÎEËÏËÎ
n=o_



Comme le schéma est consistant
,
anar (exemple: le schéma d' Euler explicite

km EN / En / =→• et on en déduit :estunvergent : déjà vu
" directement"en séance9)

n=o

Nsstoo Remarque : bendien d'ordre relieéà la-

hin ( Max / yn -yet = O
"↳edeonrergencedellerreurde consistance

a-NEN s'interprète naturellementavecla relation
N-to{yo-yo Théorème 4 un schéma (2) est
corollaire : un schéma CD est d'ordre port (aumoins sietseulementsi

convergent su * f-et# sent CP
ÀÀ Etty ,à -74yd }

• V-l-qor-p-spktyk-t.gl-3×1127
et

*§ est Lipschitziennepar rapport à souftp.#fyNpn=.--e1+-yfEYty)gemevariable
.



où f
"]

désigne la dérivée totale ¥, f
"'
(tg) -74yd A §

clef :
• avec p =L

:

f-
[☐
= f à ÉTAMÉ °{ f-"Égo -1f "ÎyyWyfÊy . f-Etg ) ÀW

flty )¥ À ) 1¥ alors
que

¥, f
"]

Cty) =/ 0
preuve : voir poly ou [Demailly) .

Corollaire : la méthode d' Eulerest d'ordre
ce n'est

pas d'ordre 2 .

Remorquer ⇒ef estCP, on peut1 ( sif estC) exactement . relier f4] et y solution deB) :

^Ï÷ È¥%yNh=ç¥%y,o)=fqy ]
" menthe facilement que :
YIP f) = f"

>

ltylt))



4) Exemples Gncalculeensùte f0
Gns-inteiesseauxexemplesdn-DIO.tt#t,yyh)-0IltyyWH

qu'en chercheà majorer parEI : soit le schéma (ditdetkun)
" Evlerexp .

"
" Eueerinpeiate ' -1kfr-Jill

ym-i-yntb-fzfltyynt-jfltnoyyntb-fltyynQ.cn supposant f-Lipschitz
consistance

, stabile.bg#rgenwetordre?-Toasa2emevoriable) .Contraire après calculsIci :

E- ltyrh - { fltytlgfltthythflty -1={+1%111+-111}
=>stabilitéGncalaele

Etty - {f.lt/y)tjflt+qy+o)=fqy)Onendidiiteaonvergen-
=> consistance

du schéma .
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§ KYM two Laméthodedetkvnestplus précisé
où

que
la méthode d' Euler .

On la

F- ltyrh - kf4g)+{fltthytthflty retrouvera au chapitre 11 dans

et qu' on amphi-
lafamille des méthodes deRunge-Kutta.

¥
,
f-
"

ctigt-fflfytgfltj.fitg
Gnar

%Ectiyh-otkdrfl.it?qfyfl;.).fltj
puis

%E4ywh-i-KOA-ltji-ztyfltyl.f.lt/y)



Ex 3 : soit la méthode * ordre >2 possible ou non?§
ynn
-

- y - t BT § /tyyn, AT) * consistance ? oui .si ✗tpt8-J.ir#tn,ynAT--xfltyyItpfltntEjuynttEfltyyn
ttsfltnnjyntbtfltyyn

où#BY) paramètres à déterminer. * stabilité ? oui :⇐ a.⇒ !⇒* +*µ , www..ae,
* Conditions sur Kff8) par

[
consistance •

convergence ? oui si ✗tpt8-1.iestabilité • ordre 1 ? oui soxtpt 8--1
x convergence * ordre 2 ?
* ordre ] ou 2 ?



%EctyN-Bzdpdfl.H.ttpffyfl.i.I.fr/y ) * ordres ? ¥
1-8drfl.rdtrtyfl.I.pt/y)

et ainsi

È§qyNh:-(Ppdf"qy ) 02014µW : trolard à calculer

5h2
Il faut etiesuffit : Onpeutfaireuncassimplifiéùfltytefly )
✗+pts -1 Dans ce caspz+r={} OIYyht-xflyotpflytlzflydttrflythf.ly

parque
la méthode soit d'ordre 2

Il faut alors comparer

(exemple :({pk ) , ( § , },}), . . . . )ÊÊ"www.oett-gfolyo-jfH?--Jlf'fl?



Après calcul, on constate qu' ien'y §
aucuneméthode possible d'ordre } .


