
Séance } : normes dematrices et loùfi force extérieure et c>À
conditionnement L'existence et l'unicité de la solution

peuventêtre deinentue (voir séan ' venir
1) Un exemple important d'application : Par contre, il n'existe pas forcément
la matrice du laplacien discrétisé de solution explicite .

On doit recari au calcul d'uneD-our rechercher la déformation d'une solution approchée déterminée auxstructure (poutre
,
corde] fixée à ses

deux extrémités
,
on est ramené à eau Pants ai

= in ( o Ei En];
celle - ci est donnée parla restitutionresolution ce l' EDO :

-N' (a) tcula-fqg.ae [q ,]
des sternes vivant :

FÛTÉE : (n'A 1-CI ) ✗ ⇒ Foie
texane .



C- Snack) 2) Normes de matrices f2A = (ÎÏÈqmatrice Icidbnllthest considéré comme unespace
du

laplacien vecbri-dkdimensionfn.ie (égalent) .

p = ff1;D
discrétisé

Def.jo?v.TnappdlenormesurE
,
toute application N :-[ →Ritf- ( ÷ ) 4 :<☒ KLEE, NGOLO et"✗ =

|!! [!
"
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' ' Ii µ Cinegalité triangulaire)



Exemples : On le résultat classique suivant:P
* Sur R

"

,
ondispose des normesHypno : Théorème : en dimension finie )

Hall
,
a Îlxil aves les normes sentéquivalentes :i= ,

ç Néo c- NYU Eç NÉOIt Ik = FÉ
s'= ,

( c, etc> 0 indépendants des]llxllp = JETÉ
i= ,

*Dans le cas présent, MNR
)

Hall
•
= Max Kil peut-être muni d' uneÂÉd'
1 EiEn _

algèbre .

• Sur Ma UR) ) on peut disposer du Dcfs; N estime normesurMNHN)même type denormes :

ondit que Nestane norme
d' algèbresin2

It All
,
= Ça ,

/ Aijl KA
,
B)EMYR), NLABJENCA)NŒ



Remy : voir TD} pour vérifier -z HAHN = sup ( Nl &
cantine

si les normes Il 11
, /
Il Uzet A Hoo OCEIR

"

Mao
← cempac

sont des normes ctalgèbn sur NHN .

et 111AM
µ
<+00 .

* Dans le cas présent, Mon UR)
→ séparation : si HAN

,
-0
,s' identifie aussi à £CR

- V-xe.IR"
,
Nl Ax) -O => A =

(x# o)

Defy soit N une normesur IR
"

.

On construit lanorme µ un suivante
- homogénéité : OK

→
IT :

surMn CHO :

NCA +B)x) EN LAa) TN (Bx)
111 AM = sup /%?È→ ) E sup (NCAA svp@Bad

x -1-0
On parle de norme subordonnée par rapportà N. kf9 » Bnfql)

Il s'agit bien d'une normesurMulk) :
=> MA + Bmw ± MANN +111 BAIN



¥9 : on dispose des normes Théorème : soit D- edbnURJ.cn¥
nsubordonnées 111 N

, !
" "{ et " Noé 111 AM

,
= Max ( E. l Aijl ) =L

On remarque que toute norme 1gEn
subordonnée estune normed' algèbre : (max de la somme absolue des colonnes)

NAN = Max ( I I Aijl)TSMABY = Maa (NCABOD) ,⇐← jus
TES

Bulot) (max de lasomme absolue des lignes) E
f111 AN Max ( NLBxD HA Ng = ÇA où

N

Boulot ) LIB) désigne lerayon spectral de laE NANN N Bmw .

matrice B :
Les trois normes ainsi construites

FCB) = Max } HI , d-csp.ecB)}sur dtnUR) possèdent les expressions -
suivantes : spectre complexe de B .



Cii soit ✗ c-R
"

, 11×11*-1 Connote alors XÎ(¥.
) Greeters

et

11AM = Max ICANN tel que ✗J -_ sgnl Ai;j) ( ¥1)Ei E N
n

= Max ( p §,Aijxj- d)
Ona alors

NAÎT
@
=
Max H

"

Ai ,XÎl)1- Et En 1Ei< nj"

= Et AigjlE Max ( È, / Aijl) j'= ,

1EiE - Max ( EtAijl )
1Eisen j' = ,

⇒ NAN £

Réciproquement , on note i. une ligne
Cammell ✗* Il = 1

,
on a bien

telle que : 111 AM
,
7 Max / Ë

,

/Aijl )
1 EienMax ( EIAIJI) est atteint ( pour Nina : exercice)1€ ien j



Karl'expressien den N2 ) / onai 2 ffsoit : HANI Ehn MY
MAXXIE < AX, AIDÉ avec cas d'Egalité possible .

produits calaisien Conen déduit queusuel sur IR"

HANG = Fn = VFFAA)= ×>
"

Remarque : il existe des normes d'algèbresymétrique, positive _
qui nesent pas subordonnées ( cf -103) .Gindre OEX> E. . _ « Xnles

valeurs propres / positives) de TAA . Enfin, il existeun lien entre norme
Gnadenc subordonnée et rayon spectral :
HAXHI = Et :X

"

aprés
l' = 1

passage dans une
b. an adaptée à "AA



Théorème : Soit AC-dbnURJ.cn Ca me §
a par toute norme subordonnée : MAXI EN AN

. 11×11
,
on a bien

f4) E 111 AM CA) E MAN .

Inversement
,
si E>0 est donné}

Inversement
,
on construit unenorme

icexishe une norme subordonnée subordonnée à l'aide de la norme 111 Nos
111 Me telle que etotun changement de base (voir

Garcet
,

"Introductionà l'analyseMAY ECLATE . nÛNque matricielle "ou G. Alloué "
preuve : soit d Espal A) hq
~ Algèbre linéaire numérique'Îdy )etc

. . .
.

Al =L (A) et ✗ un vecteur Une application de cerésultaten
propre (
EI ) associé . Gw ou

Il A ✗ Il = il 11×11 =p (A) 11×11
termes de convergence est le suivant :



Broposition : soit AedbnUN Remarque : si ELA) <B) on 9)- -

peut montrer que la( i ) lim Ai - 0
serie Ëo Ai est convergentei -to i = -

ci i ) leni Aix -0 partout x€Ê
et que -1

È Ai = (I - A)i → to
i = a

ciii ) l (A) < 1 3) Conditionnement d'une matrice

Civ ) il existe une normesubordonnée Le conditionnementd'un problème, ici
111 Nn telle que

111 AM < 1 .

laÀÆÀÉÜerè)
les 4 propositions sontEquivalentes designe la sensibilité,forte ou non,

de la solution par rapportaux erreurs( preuve i. exercice] d'_ÏÂËÊÆn .



• Ici,le problème à résoudre est D' ] soit A- GLNLR ) >Connote
le système : 1- ✗=D à
Aedtn UN inversible et tsar?

und LA ) = NIA) . NIA»)
M MN

*
On définit la notion de conditionnement

à "' "'no igne une norme subordonnée

quelconque .d'une matrice afin demesurer la
sensibilité du calcul de✗ par rapport

On a la proposition :
Proposition : si - c- G-↳URIBE RIT

aux erreurs d'arrondis sur Aet J .

Sobek? On résout :Exemple : si A-_ ( %
À

~ v2 %) '" D-✗ =D et Alxtsxtbtb
erreur sur le

bprendra numériquement1s

~A=(0.33.u.3-ziy.i.TO
" " alors : amplification çé

1,41 - - - - 0,33 . . .
] NÉ E. n.N(Sb)

"' "'
N

N (b)✗peut fortement différer de× . . .

N
Fewswlasolution



preuve : : 2) and CA] 71
-Ax=b et Alxtsx -_btsb (car AA»-Id =>
implique : 1--111 Idh 4- NAN

.
MA-411)

fx = A-Kfb) puis : et un
"

bon conditionnement" correspondu
☒ NLSSO E NA

"

NN Ntsb ) à une valeur peu élevée de conduit
De même 3) Il existe des techniques d'estimation

OEN (b) = N ( Ax) E NANN N x rapide de cendre CA] sans avatar
En multipliant, on trouve le résultat . calculer A-?

Remarques : 1) on montre de même : 4) Certaines matrices , partantsimples)
111f Ann ontdes conditionnement très élevés .

(NIEL)<•""A) ( y, Ann ) Par exemple, lamatrice deHilbert- NNN
Nlsxtx ✓

erreursur ladenrée A



un =¥?
" - - - -

le¥
, ÊËËÉa;D%

%
-i

-

- - En N (A) = È l Aijlest tres mal conditionnée :
i) normesur Mon IR) ? immédiat

cendz CH,o) ~ 10
"

( on identifie MNR)
"

et R
")

alors que cette
matrice estsym .

définie, positive à coefficients dans
norme subordonnée ? non car
NCId ) - n =/ 1 ( par toute] 0,1[ .

(autres exemples : poly par exemple) .

nonne subordonnée , M Id Il =1) .
iii) norme matricielle ? oui ( après
avoir étudié le cas n=D . En effet,



N' AB) = Çgl {airbag- 1) ij
← :{ / { laid / bqj ,)

" A) = Mao / Aijl §
i. norme sur MonUR ) ? oui 1f Ex])
ii) 7A edtnllktq et A) INCA )

et On prend
Ninon -(Fekir) ( {j'ba J -

_ (1--7)
1- -1

= Zij.gg/airhllbkjjlGnalLJ)--nCvp:oetn]
Ainsi NLAB] EN(A) NCB] NLJ) = 1

( norme d'algèbre non subordonnée ni) A subordonnée ? non
ici NITEd) =L : pas de contradiction
car sinon on aurait toujours
l( A) EN (A) .



E-3) Grinche puis µ
11 AMITIÉ HABILE

,;jÇàAiaMBjt(norme de Schur
,
eue'¥lienne)

B) a) non subordonnée car
&,ÈqpfAÂlBqj✓

MIDI = Tu -4}
MAIS HBK

d) norme matricielle car:
a e) LLA) E HANSHABITE = ,§( { 'Airbag

" A"} "BH} = ( Ç.

/ Ai.jp/JppyepX-sPe' A)
⇐> 3- ✗ c- En pq

Anxrt - -
-t AnqnX.HU

qe
Gna
,
avec Cauchy Schwarz ' '

, }" ABI
" & §. /( { 'Airt) / {Benj F) Arns Xst - - +An,nXn=Àn

A- ton 1×14-111-115 ?



En élevant au carréeten sommant :

HÎIIXIÎ = § 1£ Aimenti

D'où
,
en supposant IIXIÊI , on ali

Aff E- ((Edrisi) (État)
- →
11AM .

par Candy -Schwarz .
Reste : f) et E-4)


