
séance 5 : résolution de systèmes es robuste ( par rapportaux arrondis 4effectués]enferune methode directe : Laméthode de Gauss remplitces3critères .méthodes de factorisation cependant,elle doit être répétée àchaque
changementde second membre b.( cette séance suit laséance 4

portantsur la méthode de Gauss)
le principe des factorisations consiste

Objectif : résoudre lesystème
à écrire A sous la forme :

-
cramérien A = A

, Aa
Ax = G LA EG-lnlkfb.clÀ) (en 0Cris) opérations) et à

de manière : An et Az sontfaciles à " inverser"
→ exacte (aux arrondis numériques (en « nos opérations ), par exemple :

près ]
→ rapide (en 01ns) opérations] triangulaire ) orthogonale,etc . . . .



tarresovdre Ax
- lyon résoudra d'échange de ligne . &

successivement : Azu -_ G DÛa vu :

puis : Aza = eu
Ann = En

,
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1) Factorisation LU +
triangulaire

% A
Cette factorisation permet du transvection

supérieuredéco oser A sous la forme :

Gna donc :
A = LU A = E" E

"
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.
E" A

pa pa I if n-i n-1
lever upper( triangulaire) Si Ei -

_ (j' 1¥ sonar

en reprenant laméthode d' Euler :
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Deplus , on remorqueque c'està dire : §
A-LU sans calcul supplémentaire .

[0-1%7*0] 0.gg/-- On rassemble les résultats dans le
théorème suivant :
Théorème : soit AEGLNUR] .

Époque les mineurs principaux :F:÷ËÎ Deif?"
- - -

%)
Au final, on a donc Iaqs aiga

sont tous inversibles (1ERE]
Dans ce cas ilexiste une unique* | ! Ian.'

- pa , factorisation :

A -1Woù



• YE. triangulaire inférieure/ tente A.¥ Ëâµ⇐Eü£*?V-i-CH.in} , lii- b
ie U : triangulaire supérieure inversible l '

preuve :
O_O !- - - t

~ Entnenqvantsurleslktsligneslcdcnnesèt
→ existence : on raisonneporreicurren@enprenantlede-herminantyonwsur.kjenmentrantqu' il n'estpas necessaire

au - - - - -at ÊÉ ,
-1.14Mffde faire un changementdeligne . µ y

a

pr
* fr-1 : au -1-0 iok ¥0 ¥
* h - th : en reprenant.lapreuve

=/ °

delajvshfiealiadeG-aussqeyapns.cn en déduit que
~ etdonc qu'unktpktl

changementde ligne dans Gauss n'estl'itération k :

pas utile .



& : par l'absurde,
on Gwen déduit que LE ↳ etuj'¥

suppose que sont deux matrices diagonales . Gelles
A = L , U , -↳ Ue possèdent des

"

J
"

sur la diagonale . Canal
Gna donc donc LE ↳ =UÎÀ=Id µ

LE ↳ = Lieu? RemarquerEn termes d'algorithmes,LU seonfenclOr
,
l'mirex d'une triangulaire

inférieure est une triangulaire inférieure
avec Gauss

( en effet , onputcalculer -
'application

linéaire réciproque parunpr.neipe.de
qu'il#iste D-

✓
matrice de permutation

"""""⇒üüù÷÷÷÷÷÷÷÷telleque p A =L
.

W
.Deplus Lit = ( là -%)

* Attentionauconditionnement de et U



a La factorisation b. U . préserver Tme : seit AELE
lastructure bande d'unematrice

cex .⇒ Il existe uneunique matriceB
telle que :A-

- IËËÎÎÀ A = BTB)

Factorisation de Cholesky
avec : *B triangulaire inférieure( r ti eh .

-my , bi; > 0
Ons'intéressera la factorisation des De plus , le calcul des necessite
matrices symétriques,définies positives de l'extra de riz opérations .

(Ae SE CRD .

Onsait déja qu'une factorisation LU
Pouce ?

- existence : on part du
estpossible Cantiere deSylvester . TEL

.
U

.

Onva plus loin avec le th . suivant :



Onpeut montrer que - Or A -1A
,

d' où f-
fie} 1

,
- -

-NI / uùi>0 TCTB =D C puisEn effet, en reprenant l'expression :

(g-ftp.CC-ps"
au - - - - - atfapfpi-b.1detlfYH.in ~tri . svp .

q p
go > o § Cette matrice estdiagonale, à coefficient$

> octogonaux unité . D'à D= tc
(avec Sylvester
Grote alezD-ndiagc.ru, . . _ E.)

et elena A--BTB) ✗
→ Unicité : on se ramené àl'unicité

et onécrit
de LU .

Soit D=diag / un, -
-
-un
,

]
A = ✗D)§» U)

ma A-
- CE ? (D'B)* =
k %chi . m'f) ( tri . svp]



Ainsi AHAB estunique . aij
-

_

"

ËÉÎbipbjp f8En particulier,uÊ est unique denu qu'on resâtcdonneparedenne :

Mii aussi ( car uii >a) .

Dest donc unique ,Blwaussi.by , = ta}
( colonne :b)

→ nbre d' opérations : avec Gauss, bzr =ab%ce-XEEnecesoitedetordrui.de
Irig opérations . On repartira bn

,
= J÷, justifié !du resultat puis

A = BTB bii = Vaii - Ë bip" )
"

ik-yparditermnireesaeffieienbdeB.to (colonne :)
.im/i-- . _ . }Géant lesystème : i

byi = - - - -



Cette méthode
,appelée méthode des D- noter qveparresadro 9)

coefficients indéterminés, necessite : un système dutype Qui-Gon
& n racines carrées écrit un tab (seitan)

x nln-0 divisions Yat del'ordre] opérations]-2 de n%op . On a le resultat suivant :anti-Uinta) add .
Théorème : soit AEGLNUR) .

6 -
x x muet

Ileaiste uneunique factorisation
Factorisation QR

A- = QR avec

cette 3èmefactorisation à connaitre •Q : matrice orthogonale
s'Ecrit A = Q M KR : matrice triangulaire supérieure

A K

orthogonale ki
. sup . avec K€41

,
-
n}, rii > 0



preuve : Matniciellementasrdah.org f0
Inexistence -1 comme Aestinrersibby peuvent s'ecrire :

-

eesdennokyn-cnlgden-f-rmentpqi.cn/-fq-- ÎÏ :*)O V22
unebasede IR?

l
'

\On l'orthonormaliseparleprinafe-A-aoo-RdeG-ram-schmidtenuneb.am
. ( opération, surlescdennes-xnvlt.adr.it

19s
,
.
- qn}, telle que : nos unicité: on part de

QR, _② Rz puisqs=nÊ, T=tQQ=RzR ,

"

1--

qz = Ca- <Gil> 91 tri
. sup

; 4 " " Gna TTT __taàœQ=Id{qn.ec. - iË«agi> aiµ ~ ~ µ
D-plus tii >0 .

On se trouve dans



Gcasotune décomposition de Cholesky * Cetalgorithmenécessitedetor#
pour l' identité . tfaruniàtédu de 41f opérations .
Cholesky , -non diduitqve-t-IK.Gnpeutetendnlafactorisal.in QR
Remarques
- auixmathieesnen carrées :

* Enfermes de robustesse, l'algorithme
de Gram Schmidt est instable ( division =

"

OÙ
porunpditnembn éventuel] .
* Ilexisteun algorithme robuste A ce R
l'aide de matrices de symétrie orthogonales (utile parles problèmes detype
hyperplans, dit de Householder. moindres carres )

a. La méthode Qrestàlabasu d'une
(voir -1057

. méthodeduealaddevalars propres .



{ exercices : Ai /
1 2

3) ↳→↳④4¥0 -3 -6
* Factorisation LU de 0 -6 -11 ↳ →4074
A = | ? } }
y g , ,
) ' ↳ Howe :

1 2 zAgi ( o -3 -6) ↳→↳⑦↳0 0 1

< = %:)vu
:[
23

) HO - 3 -6

00 1
En effet :



E- 4 : Factorisation dechdeskij A- BB soit :
de i

A- =
° 12-6 ai,j=mËÉ!

>

bipbg.pe
O

'

1 2 1

1121249 -4) On détermine Bol ne pardonne :

TF1 -451 bu -
-

F- 2)
12f00 0 aq , = by , b , , => bz, -_ 0f⑥ =

23 0

1000 ) (a» -

_ bz.br -E

"

|Étais bq3
=Mbaau - boy , ' = } 1

En effet : 5¥ .
-

|a
} ,
= bz.bz , tbagzbzz / etc . .

.

= > boyz = 2- 0=2{
bç, = aya-bq.ba , -1 /


