
Séance G : méthodes itératives 1) Principe général
deresiolutionde systèmes linéaires les méthodes itératives considéréesi
Le problème reste inchangé : on consistent à décomposition Asouslaforme :

recherche OCEIRÎ unique solution A-
-
M - N

clusystèmelinéairecramérieu où MEGLNHR) "facile à inverser"A- x-D ciesta-EFiagIF.EE ,
avec AEGLNUR )et bek?

etadifmirlasuitefxpysuvantlardat.in:
• A present, on construitunesuite
d'approximations (xp )g⇐µ : xkt, =M"( Nxpetb)

{"• c- quelconque Dans le cas où xp -0F, one nécessairementxÊËÉÊdexa
et telle que lenixh-xfxt-M-YNattbk-olM-Nxi-bh-t.no← x* ex ✗



On a le théorème suivantcaractérisant en -0cg -0cg
la convergence de

la suite Gy) : xp,
= M' (Nxgtb)} §Théorème iluméthodeihérahveassoüeéx
=
M
»
(Natto )

a-la décomposition TEonv.org,c'est => ça ,

-M'Neg,
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à dire limxg __x parto-x.E.IR
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Gnavu (enfance 3) qu' il existe alors
puis Linea =••
b-+00

une norme subordonnée
,
Ill N
, tcheque * On suppose que CNN) II.
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"

NN < 1. En utilisant lanorme
• À.
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Il existe donc

associée dans /RYU Yona , en notant • • ueclnettelc
•

• hq :



ils] et @
"

N)u= du tmtn >>0
,

alors laméthode §
En écrivant un # Relie +ùtmln) itérative associée a- Gdécemposition
et en prenant xÎ=x+Rln ) ou (M

,
N ) est convergente .

# = Imlu )
✓
sachant } preuve

(NN) heu = Murat FEKETE :
"
☒ ⇐ A- Es

MM
"Ntui § 0

,
on en 4M¥ M- N soit :

déduit
que eh -10 parure HTMTN ) = MTTN = 1-

MTN ✗

des deux valeurs x! ou x1 .
*Partie2 : on construitune
-

Un cas particulier important concerne les norme subordonnée associée à la
matrices symétriques, définies/positives : normeeuclidienne : Ilana = T-rex, Ax)
Théorème : soit ADO .

Conal etonmentrwqiona alors
toujours TMTNESNUR) .si deplus 111 M" NN

,
< Idir poly)



Remorque : on constate dans la démontra- M-xdiaglay.am) -D( partiediagonale deA¥t.EDU 1er théorème que la vitessedu {N = M - A ( terreste
,
hors diagonale)

convergence d'une méthode itérative
est

géométrique, de raisin loin] .

On calcule

2) Méthodes de Jacobi et Gauss Seidel
F- M'N =D

»
(D- A)

- Id - D-
'

A

Ondatararneoessairement :
2-1) Méthode de Jacobi
- aii-tok-fy.in}On appelle méthode deJacobi ) la méthode porque M soit inversible .
itérative associée à la décomposition Dans ce cas

,
laméthode s'écrit :

A = M - N à

xi-t-f-ai.pe?-..--a;#eI-a;i+PieE.-.-9;Peihtiaii
( 1£ ; En ] f- bi)



avec 0cg -1%1 , - - _xgn ) .
On appelle méthode de Gauss Seidel§

Cette méthode converge Ssi#<¥ laméthode itérative associée a- le
*CHÉRI: si A >>O) décomposition A = M - N à
la méthode converge ssi M =D - F-

2D - A >> 0f pas toujours {N = M - A ⇐ F

vrai : voir exercices] . on note Lz = N'N -E)
"

F

2.2. Méthode de Gauss Seidel comme précédemment, laméthooh est définiemn

Def si A c-Mon UR), on écrit
"i "Ï -40 tie} f. un} .
Dans ce cas

,
laméthode s'écrit :

shriek indiceskHaulieudekA-_f_@H.pp_qPatiesupe-rieure.x1- fÊÈÉÉÊï¥ïËË .
.

-ai;È
partie inférieure

h" Eii
( 1⇐ En ] fbi )

stricte ( Implementation Iythen : exercice ] .



caspartieu-iern.si A >> 0, on a dans des cas particuliers : §
+MTN =

1-( D- E) + F- - ftp.P-ro position : soit Aune matrice

tridiagonale .
On a alors

=D

Gr D »o ( caraii > o : Sylvester.
etLa] =L( J) ?

La méthode de Gauss Seidel est donc
En particulier, les méthodes convergent
simultanément

,
et la méthode de

convergente si A >> O .

Gauss Seidel estplus rapide queJacobi .2.3) Comparaison des 2 méthodes
- preuve : elle sest basée sur le

Demanière générale , il n'y a pas de prophète suivante radiante les polynômes
supériorité d'une méthode par rapport caractéristiques de Lui etde J :

à l'autre crois TI 6) .

Ilexiste Xp
,

(F) = CE Xj(X)

cependant des comparaisons possibles (voir poly ) .



3) Autres méthodes itératives Gauss Seidel s'étendent à cette §
3. 1) Méthode de relaxation (sor)

méthoo . On note :

-% = (ID -E)
"

(C! -1)Dit F)
L'idée consiste à remettre dans M ( si ce -1

,
on retrouve Gauss Seidel)

q
'
une partie de la diagonale de A : On a nécessairement we]q2[

parqvelamithoducenv~rg.TNeffet )M = £D - E dit (N ){N = M - A = € -DD + F detenu = ça, =
⇐ -☐

~

€1 - a)?
où w >01 paramètre de relaxation
Les remarques ( définition etécriture Ainsi / dette / 71 si w ¢];&.

d'une itération) vues par Jacobi et
On en déduit que LILY dans

ce cas .



* Si Ato, on a
+MTN =

t☒ D- £)) qq.gg#pP-r0P0sitiow-:scitA=oet tridiagonale ( parexemple, la
= ID - Ft!-1)Dt F matrice du Laplacien discrétisé) .

= (£ - 1)D Dans ce cas ] les 3 méthodes convergent
et il existe un paramètre optimalLàwE]q2[

La méthode SOR ( ou de relaxation] W.pt -0] 1,2[ tel quel
est donc convergente partout a⇒4% llhw.pt ) -Inf llhw)dans ce cas .

WE]42f
Ona le résultat suivant #comparant On a tenu
Jacoby Gauss Seidel etSORCSuecessinivelllw.pt) < CLE) =CLJ)

"

2Over Relaxation De plus Wopt = 1 + ETE



etllhw.p.D-w.pt-b .

M = État §
prennent voir Ciaret ) { n = M - A -- KID - A13 kf

Clh) -- -
- -

qlkw.pl - - - - - ;Àll%) où ✗ est un paramètre réel non nul .
j' ftp.

> w Cette méthode, appelée méthode du
gradient (varexplieaticwci - dessous) )

Wpt( voir illustration sàlabpytha est toujours définie .Une itération s'écrit :
3. 2) Méthode du gradient
- "

%,

= ✗KEI -A) xgtb)
Il s'agitd'une méthode itérative

= xa - x Axa-b)
basée sur la decomposition suivante: (aît : 0cm]

•Si A >>0, tM+N = Eg Id - A



Eg Id - A est définiepositive ssi 9t.pr-x.IQ
✗ Esq Ça, [et dans ce cas bu pour lequel

méthode du gradientconverge . dn-4

La proposition suivante précise arésoltat :L
N' N ) =

,

P-ropositiew-isioitAES.nl/R) de preuve : exercice (cf TDs)
valeurs propres tas . . .

Ein .

~

a) si de < o < ✗~
,
la méthode du Remarque : cette méthode seras

revue en optimisation . Elle
gradient ne converge pas .

Cii > si A »o, la méthode dugradient
consiste à rechercher leminimumr

de

converge si ✗Égo, En [ De plus, il JGO -1CAya> -<bpdexiste une valeur optimale deh :

par la méthode du gradientde
pas✗ .



TP by then : implémenter les Jacobi : ( boucles imbriquées sur ket
méthodes de Jacobi et Gauss Seidel 71

a =- f- aimé - . . .- a. "Ë-a;i+ËÏ . .-ai;Èpi-i(voire Sor) par l'exemple de W h" aii
[ 1 < i zu ) q bi)

matrice du Laplacien discrétisé :

Gauss Seidel :
-

indice fr+1A = f-1 i l -

o

"

:) a =- f- ai;Âï .- a;ËÊ¥
,
ii.ËË .

.-9;Èkm air
( 1 < i zu ) f- bi)

* Les 2 méthodes convergentet Gauss
Seidel converge plus rapidement:
retrouver numériquementce resultat


