
séance 8 : calcul approché où@i) - R
"'

: points (distincts
d' intégrales {(d) ⇐ R"' : poids | fixés

par teuf .

1) Problème à résoudre

on cherche àcalculer
,
ou plus exactement !ËËËÜËËapprocher l' intégrale :

b

I = fafbiwcxdx Exemples :

(w : poids to ,cisur]qbtyaybc.IR-
→ rectangles àgauche :

par une somme finie :

I-jabfbodxx.IE?b--ajfla+i:1b;t)IxEtiflxi) (* )
→ trapèzes, etc .

. _

L' =O



Dour mesurer la précision de la méthode,
On verra pa lasuite comment §

on définit son ordre : déterminer l'ordre d'une méthode et

xdef on dit qu'une méthode de qua- le reliera la précision .

Étire de type G) estd'ordre NEIN On presente ici 2 types deméthodes :

ÇI → méthodes composées (parmi lesquelles
la méthode des rectangles onretnX.rtangtnapgesr.nlÏËo

. as méthodes de Gauss

÷

Ï**Ë*ÏÏËËÏ Rem¥onËquu les méthodes

construites vérifient :
a b

ti o_O V-i-3q.my
• la méthode des trapèzes est Pour

assurer un bon conditionnement

d'ordre 1 . par rapport aux erreurs d'arrondis surf .



2) Méthodes composées §
HseDans cette partie, on suppose que cubital

et@WEIR .
l

'

L' idée consiste à calculer Ien • Xilin b )µ,
2 temps :

g
→ en subdivisant [oybtenkscvsinterralhscnipiiscos-ia-k.is) Ï¥§#!ËË§Ian
→ en calculant

j'
"

fbodxà l'aide d'uohange-mentiaffimparseramenera-E.jp] gimterpoleédehagrangedefv
puis avecune interpolation de Lagrange

aux points } -6g -
-Je}

sur des points (Ji.)o⇐i←l c-Est]



Gnar
,

Il s'agit bien d'uniforme#
1-=) ftodx __

Ë /
" "

fbidxkhadesdetypeckaveo
a

i"
&;

ÏHi+i&À§f({Kitai.at/EEi)y)dylktbtlltU points .

lljdesignelejemep.no?medui--o
a

-LÉ bande Lagrange associé aux
XZKii-i-xifj-E.f~tjlj.ly )dy points }%, - Je } ) .

i= .

Remarquu-faformulee-kmen-r.gg#taire : tu
k l

12224in-ai)ÉËÊÜÎ(✗;j) [glyldyn~JE.wj.gg. )

ËËËzËË¥.gg?p.inrsaiwj--ES?ljlyodyesrla formule élementaire associée
@ la formule composée construite .



a. Exemples : →
f-0
,
-60--1 5)

ontE1 et
→ l⇒0,%-_- Çjglyody Tu 2GW : rectangles à

•

→g
droite

son

l-Y-o-n-t-01-1.HN/lijil §
-Léo ÏÆÆwo - {[ 1dg -1

- 1=-6. 1=-6,
et }?glyody x2 gl-b) rectangles ne

• gauche
" -1.sc?;.f-jdy--Z-sl--qJo--O.Gntnowew.-1Wi--{ ✓

soit la méthode des trapèzes :
et ÉGÉENglo) : pointmilieu /jglyldy~2.lk/-l-UtfflD



- f-2
,
-6. - -47=0, -6,2=1 Plus généralement, partout

de Newton Cotes fermées avec :,ËÊË§
"

P-tdifinireafamikdesme-th.des-j-II-2j.IE
: trapèzes e-

Usj El )

&l=~2 : Simpson
6nthouvewo-fjwi-4fuw.EE • f-4 : Boole Villarceau :

soit la formule / de Simpson :

> CÊO⇐4={-4%9%1}

f.sglyodyx2HgtDt4ggidtYgwettt@jdoeja_a-f7.oY.su?sj&sl7go}
alef : Weddle - Hardy
* e>6 : certains wj sont négatifs .



L'ordre des méthodes composées est
-

ego Simpson :3 f7
donné parle résultat suivant : so

Book-Villarceau :S

Théorème : l'ordre d'une méthode
-
Weddle - Hardy :-#-

composéestaumoinsegatab.tl Ilexiste un lien entre l'ordre deleu
estegalàltl dans le cas des
méthodes de Newton - Cohesfermel

méthode etsa précision .

Auparavant, on s'assure que toutes
les

silestpair .

preuve-i.voirpolylou-LDema.it☒
méthodes composées sont convergentes
enun certain sens :

* Exemple : Théorème une méthode composéeetrangers (gauche ou droite) :O Æquo :

→ point milieu : 1-
fini Içe = I ( a- lfixé)

pyo trapèzes : k-toxtqMaxkin-dil-OOEIE.be



preuve : on utiliseladéfinition de Exenmfpe : la méthode des trapèzes§Intégrale de Riemann avec @+1) pts converge en
Lavitesse de

convergence
estrelieéà 0C f) parure subdivision régulier

l'ordre delaméthode : ( centre 01ff parles rectangles
Théorème
-

i. soitune méthode ou o( Igg ) par Simpson) .
composée d'ordre N .

Soit ftq (erreur :/F- N' pts rectanglesf-c- CN
"

( Cap, IR) .
Gnou

. { 10"pts trapèzes
/ Iqe -Il Ecnlb -a) Ô¥f ""% → tkioopb Simpson

où F- Max /Xindi / (pas okay
Implémentation Python du

Osiek subdivision différentes méthodes composées avec
vérification delavitesse.de convergence(

convergence en
OCSN
" ) )



3) Méthodes de Gauss * WHO Kee] a,b[ 9)
On reprend le problème poséangle /%"wtxobu -toa

en essayantà présent de construire Il existeuneunique famille depotyno.
une méthode d'ordre le plus élevé -mes} Pq . -En

,
.
-} telleque

possible pourun nombre dennéntt) ado Pma = N Leo)
de points lxiloeia.in . • In estunitaire (coeff - dominant-bi
Pour cela

,
on a besoin de quelques{x-VQ-ckn.FM)

propriétés sur les familles de polynômes <P-yo-JP-nbocetxwboob.us0
a

orthogonaux associés au poids w . on parle dla famille des polynômes
Tlréorernen : soit eu un poids orthogonaux associée aupoids co
sur] a,b[ telque : Eve : basée sur orthogonalisation

de Gram- Schmidt .



* Exemples : Pour le problème présent, on utilise 0

-
une propriété particulière de ces polynômes :

→ [ap] -_ Et ☐ etwbo -1 :

on parle des polynômes de Legendre .

theoreme on note }I, - A , -flou
famille des polynômes orthogonaux associée

au ]qb[=] -il,wW=¥ç, aupoidsw .
Alors
,
le polynômeIn

on parle des polynômes dèchebyohev est scindé, à racines simples, toutes
→Jqh [=]qtoo[ /wtx = é

"

dans ]qb[ .

on parle des polynômes de Laguerre
→ ]qb[=] -qtooqww-e.at

PWI (
voir poly ou [Demailly]]

on parle des polynômes de Hermite
A present, on énonce le resultat

→ voir -108 bis ( propriétés de fondamental
construisant

lame-thode.dequadrature d'ordre maximal ànfiæ!polynômes orthogonaux)



Théorème : il existe une unique de Lagrange associéeaux ✗
FEU quadrature'a (nttpts : Cntbpb ai] oùEn .

fbfbowlxldx~y.EE?iftxiTGnadeplvs
a

Vuelo
,

- -
n} Ai >0 .

qui soit d'ordre Int'l .
☒ LespointsI.tt les (my) Preuve

:

*Thé : soit uneméthode de
racines du polynôme orthogonal Imp quadrature à Cnts) pts .

On note
~

associeaupoidswi-P-m.la =À (x-xi)
i - o

* ↳ poids Chi )☐«← sont tels que : Gnar xd
' En = ntb

toi = fblilxwtxdx où • En unitaire et
a

lli !⇐←famille des polynômes de base
<PÎÎ ,@ÜÎùŒ%Æu .

q
d'en
a-

d' interpolation d' Eznt}



Comme laméthode estexacte pour * Réciproquement) la méthode proposéesÂnQ
,
on a estimatoire 2mi . En effet

<Inn
,
ce> = Ë ti LIÈGE no elle est d'ordre En car si

t'
= a QEIRNEX]

,
= 0 A

PÛ est bien égala Inn et
% = Î Qtxilitx) et

in o

on a l'unicité des Caio«← /bobo wcoudx = È toi Qlxi)ico
a Comme la méthode est exacte a

par définition des (ti ) .

par là, on a :

b

SalkowGU da = ✗ i to
→ soit & c- Ran

,

Ex]
.

On a

par la division euclidienne :

et on a l'unicité des (Xi)
«ien

cela) = Mlx ) FK-xi ) + Rtx )
- j IEN Éndosent} d °En Pma



Gna Gnar deplusb

gbabowbodx-JMKP-mwwktkfbli4xwbodou-E.bg??b;)a
⑨ • dÈ2n fAfbrtowcoocbu = di
a

=> di >ON

ne

Etiola;D = E fiRW .

On porte des méthodes de Gauss÷
i=o C- Lagrange, Tchebychev, . . _ . )

Gr
) fbP-n.la> Mtxwtxdx = 0
•

-

Fen (orthogonalité)
* Exemple

et [Rbowbudx - Eti Rki) - Cap) --Epis ;wH= ]Eo
(méthode exacte pourr ) On parle des méthodes de

→ méthode exacte pour Gauss - Legendre :



* n=O :{
↳ = 0

d. = 2

" "2 : 3pts ⇒ordres

pt milieu ) |
→ ]at[ =] -1,1 [ oula) =ç( d'ordre 1-

1 Méthode de Gauss -Tchebychevk n =] : f-260 est- §
([ P-z-dx-yjxf.cl» - o )

dentonhave une expressionexplicite :

ftp.M#ik~~-Etlcesl!Ï⇒Àd'à

{
a-
-↳ ,

Xo = 1 n+}i=o
- t

°
à ¥ç ✗

y
= 1 d'ordre 2mi H

et On peut démontrerlerestltatfjfbidxxfl-fgtf.CI) suivant de convergence larecühesse
associée ) des méthodes de Gauss :

d'ordre 3/1
(à comparer avec Simpson)



tË : Satlaméthodrde Exercices : -108
-

Gauss associée au poids w .

Gnar
b

hinEtiflxi-fafbvwbodxn-tai-olsif.CI
.

Deplus /en notant Elf) l'erreur commise
on en 12hr12)

IEIF)KÉ_ Hf %
(2m71

( si f est
• Cents]

bittx-xifwcoodx.a-rcn-fa.ie


