
Séance 10:algèbre linéaire,
Def (asmaticiel):Actreduction dendomorphismes,

aspects théoriques
XEIKestun vecteur propre

deAr
Six0 et si il existe Elkta
Ax =x(on noteSpA/ rensemble des3)Principales définitions et valeurs propres

premières propriétés D:Seit Afctallk). Ganate
X (*) =dat (AI- - A)

Ref:e endomorphisme de Elkev. A

se E estun vecteur propre
den

Ce polynème carachistique deA
(Xe([X]

sie0 etJelk,m ex
Proposition

A
.ednI

enDu dit alors
que
Xesture valeur

Araleur propre deA
propre de e. ↓XA(x =0



En a egalemen-Ula propriétésuivante: ②exemples:
SiABecnIIK),alors
XAB =NBA

asiT=(fEn particulier, si etsontsemblables,
alas Xy=XB X+(x) =(X- xy)...(X- xn)
Leei permet alors de definir le polynôme a si
caractéristique d'un endlamorphisme c =(
Bef:E Ier de dimension finie et
m =(E). Grappelle polynôme XX) =X-X"... ca
caractéristique de nu, le polynoe
caractéristique de Matier (5 base)

535 deE



Def :ElkevueLE) Def ·Elkerme21E).
- n

Si i Elk estune raterpro On dit
que en

estdiagonalisablepro
~

de
on a Excker(u-Id erilexiste une basede former

son espace propre
associé. de vecteurs propres.Cestà dire:

Sidem ExCA/,si AdnIlk/ E = Ei
Théoreme:saitmtLlE/_et

a=3

en ↳Sitedallk/ondit
x
--- Ap valeurs propres distinctes
der. Alors, les espaces propres que A

est diagonalisable s'ilexiste
Ddiagonale et P-CGLnIIK taEx.Ex..Expaten A =PDP

-d

somme directe.
Gna le lien directentre les 2

Spreuve :récurrence noiens:



Proposition Elker dimE=w On a le premier critèremassane4-

ne 2(E) estdiagonalisable etsuffisant de diagonalisabilité:
seiMat (n) estdiagonalisable Théorème: soit AedAnUK).

me

(B3 basquelconque de E). Alors test diagonalisable sich
Bef:A Ecuck. Gucitquer seulementsi:
Aest higanalisablesilexiste cir A estsandé surlEThiangulairesupérieure et PEGh Ik)ci) siXqX) =(X-Xii
reque:A = P4p*3 alors Fielt...py"=

mi =dim (Ker(A-xi
S-

2)Premiers critères de réduction multiplicité multiplicite
arthmetique géométrique
preave: Lexercice
en



En supprimantcif onababitàmn 3)Polynames dendomorphismes/5
critère de trigonalisabilité: cor dematrices
-

Théoreme:soit Azdtnik. Def:Elkeretwt2(E).
e -

Aest miganalisable sietseulementsi Scit PEKk[X]:PCX =aix"
*Aestscindé sur IK. on noter

P
P(2(E)

preuve (exercice P(n) =ainy
e

<idem PCA)) (Mamo..aufCorollaire pfais Il
mer ~

ne l'application:aSur G toutes les malices sont on remarque q
Figanalisables. Y: 1k[x) -> 2(E))C &1Plu

estun morphisme dalgebre:
a(r) =Id



(PAX(n) =P() +alm) polyname annulateur den S

(P0() =P(n).a(m) si Plu =0 (et PIO2(E)
On
remarque également que Proposition · Ier dedimension
-

sit=):-on a finizne2(7) im possède
un polynomeannulateur.

p(A) =(P()... (sa preuve: La familleeP &Iduu?...
unest liée

Gudéfinit la nation de polynome dans 2 (E) (lker de dimension

annulateur: -2. I

B: Elker,mt2(E). D: Elk,me21).Sin
On dit

que
PEK[X] estun possède un polynome annulateur



alors il existe imElk[X] Théoräme: seit Elker I
e

↳ upolynome annulatur deeu de dimension finie etw t2(E).
a si polynome annulateur dep Sner Xalu) =0S 21E)
alors madivise.

In dit
quemet

le polynare
se polynome caractor'slique est

&

me un polyname annulateur).minimal den (en lesu Funitaire)
e

sonlilise la divisionetalienne preuve :plusieurs demonstrations
-

clans IK [x].
possibles (algébriques, géométriques
maticielles). En présente ici une

4)Théorème deCayley Harri, Han démonstration baséesur les
Galeraultat suivant: marices compagnons.



SaitueEroy quelconque. On note En effet, par le théorie de 8

F =Vect~al...(r) labase incomplete remplate-
base encre base E de E. etCetak() (F)

[r,] [n] - C

B

·

Ş"inal E S- ↑
0

-3
Conar uk(r) =cout...c ut*Yu))

puis Xa(x) = XuX) QX
k-b

GnaX(X)= x***.....
Onen déduit que

u/q Xale/(w- (@IX)Xalulu)
On maker

que Xup diviseNear -(a(m)(Xa(a)(uDi
=>(Clu)OE



soit Xu(w) =0
2 Il preuve: s :Adiagonalisable(I
e ->b
A = a)

X1.
↑aGraffaire Questun polynome ⑰-

annulateurden. Gna donc
D

ma/Xu Gna mp(X) = my(X)
5)Nouveaux critères de Car siPEIk[X)_P(Ar=GPID(
diagonalisabilité puis mp(y)=(X-xy/(X-X2)..(X-x

On disposed'un nouveau résultat rement,si* Réciproq
PThéoreme: soit AEdnCIK my) =π(X-Xi), on a

e i
=1

Aest diagonalisable sietseulement= as
I...7 ap

si sonpolynômeminimal est m(x) x

-

y xx
sundé età racinessimples <décomposition en éléments simples



puisp
et tot diagonalisable. 10

3 = DiX La démonstration récemente un
-

I(X-Xj
résultat plus général (Lemme des

Ainsi,siTel**n au noyaux):
Remme: site ELIE) et

= ai GiCA)( *CEIK[X] premiers entreeux.
i=

Zi Alors, on a i
avec

(A- xiI) (Zi) =m (ArY Ker(PA(m)
-Ker(P(a)) Ker(am)

A preuve , exercice (Bezout)
e

seit Zieker (A-xiId*Ok Lextension à a polynomes premiers
Ainsi* EriA)

entreeux deuxà dux



Grollaires:Azabnllk sich 6 Exercios;applications:1en

saulement siilexisteun polynôme le sujetMG 2017
annulateurscindéàracines simples.
Groflaire2:sait Elker, dimEin

Rosentiel du sujet porte sur Fatgübre~

e linéaireet différents resultats de
seite2(E) diagonalisable. réduction
SiFsev deEstable parm alas Exercices préliminaires:
u, est diagonalisable. en
preuve: ma (m,p= 0 Ex3:sirg(A)=1/ iCexisteXOen e

⑪
Ma, divise

m

4 A
=(asX....

anx ↑
r

er

By
~racines simples et A = (!)

*
-YX

mu,sunde avec Y0.



Réciproquement, si A.YX 1 =25aijZij Be
alors les colonnes deAsant proportion et aven M= Ejf (blanch·nelles et Af0 =rg(A) =b. 1km
Cette decomposition riest pasunique on a fq(M)=TrAM

car(XY"(1X) =YX =Tr) sijZijfea
Ex2
- 4:(Amalkfo:et

=>Tr) [aiEik
L

P↑ =af =0
estan isamorphisme: Dai A=0.Par égalitédes
·bien définie (ffdymCl*/ dimensions, enabien Ybijedive.
a 4 linéaire (linéaritéde la trace
a y bijective:AEker)4/ implique



Ex3: Une CNS par quiexiste 1 dim(kEmb)=degsa//1
en

*58 Mat (n)=Aest
Soit TalX) =XY aix

rg(a) =rg(1).
3

↑

i =0

Enfffar, sirg()=rg(A) =r Gna dan

Matlu est semblable à 1k[x] =Vect(6 ---P
-I Of tout commet.I De plus (1---Gest libre
formansitivite inexiste Beth (sinon im niestpas

te polymarq
Mat(n) =A. annulateur. Ainsi
B 6 dim(k[]) =p =do CHuPartie I:
e



2) u nilpatent=-Tr/nP=0 Estable parm car FetG/14al S

xp
=3:anaπuX) =xpuis sont de laforme Ker(P(n):R

Xa(X) =x. Guen déduit Ik[X]

que Tr(n) =0
(car P(u)(n(e)

(XaX =x
=Trax--+frcta ->(XP (urlou) - ulojo
-

Deplus u nilpotent=-TrImP) =0
b) En suppose G190].
sixe G

3 a) Mr=x*&. Comme
G(a)(x) =0 soit

X1x =yanax210 =1ra(a(a) =a(m)(x)=0
et
par
le femme des

narjoux:
=>QInq) =02

E =Ker(Tulr)=KerJuk Ker(d(a) Or
r -aix) =aXP+ -- +9/0G



En prenant larace de OlmG/ =-absurde 15
P

mas-ZaiTrIng)tading
Gnadane G=4oy,aqui
-

i
=1

Fo to implique que
t =uk=0

en nicpdente /On en déduit qu'il existe jebtq 04et 26 à kenter en exercice
TrIng 8.GrE=G
et

Mat(y)= et 0
**G S 0 UGj

Or mtestnilpatente sur F
R=of daTr(n) =0
=>Tr(u)) =0 +Tr(nq tO


