
Séance 8:Calcul différentiel: E GLaCR) ouvert de abnIIR):
exercices et compléments

->aerminant:comme
en

3)Exercices application det:CalR)- IR est continue,S ↑i Lockt(M

Ivar feuille TD5/ GLnR =det/R*/ est ouvert
-fert

Ex)SiMonter que lapplication- directement:si meGlulRe

GLuCIR)-anLIR// est &
etIIIHIll

invCM 1M
-3 Id alors (M+4/ EGInlR~*

differenliable sur l'ouvert GLullR -et

etcalculersa différentielle (M+ 2==(M11 +4-
=(Ewri)

En effet, si III WN <7, alers
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(Iinversible et maisne permet pas de calculer la&A
1-w/*-: differentielle.SiIIHIll InMi

i =0

/E-w/(wi)=ISWNB inv(M +4) =(M +H/*
i
=0 = (ItMH/mb

et III WWA 111 * IWI**-8
- (2) - m*4)

i
=0

->bgrand N-0+xx, ansi que fi
=>Id = MH HMY4 ...M

estabsolumentconvergente Fore
=>
n-HM+ ECH(

envergentedans AnUR) complet
*Existenceetcalcul de dine/(M)

on ECH)=(EM*HM
me et

-2MR III E14/ III -MI IIIM(Remarque:Lexistence est
3 - HIM*HIll

assuréepar la formule de Gramer IC III HIll
*



Grendéduit
que Lalabsurde, on supposequie

dinv/(HCH) =MN exisk 1e 2 (cnIR/IRtq
(cf(ME2 (urlIR/dbnIR// 11211 =0 +L(H) +o(ltIl]

&Hedtn(IR)
Remarque: l'application invest
en On a i
C* car din (H)= einv. H. inv

en raisonnant per récurrence
3 =2() +02

<possible aussiavec Cramer L

Emprenant H tHer

~

Ex/ 2Monter que lapplication
enfaisant tendre t vers of on a:

11 II:anCIR) -IR
3 =R))_*HedIIR

C Mimi Enchangeant Hen-H, oh
abculità une contradiction:1 = -3nest

pas différentiable en 0.



2) Théorème diversion locale Andefinit lancience2k_14
Ils'agitd'étendre le roultat

différmorphisme:

annu surIR:sif: IRR D:
soit f:W-Vor WV

arverits de IR*. Gnditque festet f(s)Or ilexiste rialise ein CR-différmorphisme
un intervalle ouvertT_centenantoc

Ck) si

LifeckLW,V)enfin
(ii) 1EC)Vb
cii) f:W-Vest bijective

ec. 10avec fly)= On peut remarquer(sihr-b/que:fle ->b

siy =flar (1-est() dfiy- (df (fcy))) er



5utilisant la rigle de la chainea Gnou le corollaire suivant: P
LGeof= Ia Théorème2 (inversionglobal

Le théorème dinversion locate saci"ouvert de l"et
sénence ainsi fiW-R*de classe ch. Ensupposer
Thécrème :scit WCR↳ que finjective et off(a/EGLallR/men
ouvert deet fit -RYcer par toutouet. Alors fréalise
classe Ch. On suppose quit un diffiomorphisme de Wourfi
existe a EW et offlarGL II). La preuve de Th] repose sur
Ales, il existe un avert VCL

E
leth. depointfixe deRicar-

raf réaliseun CRdiffermorphisme -> b th. des acrissements finis
de V sur W=f(V). -> l'exerce un precidemment



preave du Théorèmed (inversion locale): Gnnote. Vfouvert: 6
-

En se ramène facilement àa =0 r=B(ar) nf(B(02)
flar=Oct dfla)=Id. et onmontre que f bijective surVsir
-> anmante la bijectivitéssur Blo). Saty 10,4). Or
Vorvert avec le théorème deLiner1: Blor- IRmer

Gamme df (o) =IdGLnlR/, il
definit:by: S ↑exister ta partoutce lor

x1- y+xf lo
-> Gyestdhy(x) =IdoffeIIIdf(x) - IdIIl ↳(dfetc Avec le théorème des accroissements

On a oflare GLulr (avec lex]) finis, on ar
en

-

et IIdf(s)
-

(11 =(1) Id - (Id-dffore
↳2 Ilyb) -hybull Ib-el

~o hy contractante sur jour)



~> Blowstable party:-> onnateg=f.W.V7
site(or/ana on montre que gest Lipschitzienne:
Ilha) = (y1+ IfkI seite EBlor), an a

-Yertlybuchy (01) Ilc-sol =(h()ahbe)+fby-fbl
<4 + 4(r) =w ↳loll+lfb-fl

D'après le théorème de point fixer sait Iscoxcull=2llf() -f(fl)
il existe un unique etlor Avec=glyrzt,s=gly) avec
↳ hyc= soit y =flow. yy'eWona:
De plus, comme hybreB(Gr "gly)-glyl) - 2 ly-y'll
se(or/etecf"(B(04) - en mante

quegesturN:
seit:CW



SatyWet kERRy+REN soit lihll = 211kI 18
Gar oceVet othEVt Cnadenc

f(x)=yet f(xth)
=yth 11 (20112. Inloc

Gucalate: 11 k11

->8 quand IIkI-0A(k
=g(y

+k) -g(y) -df(y(2) Grabier goifferentiabes surn
->b

=> sth ex-offerifth -flo)
et alglyr =(afloc)

=df(f-(y))
-

-offu(aflefth) of th)le Car dyinofOn a donc
ca

IDIGIEIyIII.CIhl dy of co aquiimplique gC.
2 siken procède commer--

GrIg(y+k-gly II =21IkI précédemmentavec dg= in Celfof)



proue du Trorere elinversion globale 3) Théorene des fancliccitesGéorèmedinversion Locate,
partaitocet, il existe un avert

Sur le cas dune courbe definie
demanière implicite sur IR:

Work f:No-Vor/diffre
glay) =0

morphisme. On a
V = W Wer Gna

xEL

fin) = X fluerd,3aexEL

-> f(W) ouvert.
ouvertSidyflayaz0 alas beatement,

Ainsif: U f(t/ est bijective
la carbe seconfand avec umfenction
du type y =4(x). etDeplus_fetchde Ylay =-gare



De manière générale Le théorie s'érence ainsi:10
~
on va considér ↑

ver J. IR"xIR_IRC Théoreite3:Sait ICRet

et en note,si a =(ayazERRY
en

S
VIRMaverts etf:NxVRM

~

alferlagaz la differentielle de de classe (*(G_b). Satlagaz
l'application partielle: ENxV. Onsuppose que

F) IR_IRM P dCayaz) (GLm(IR).
esz toflapz Alors, il existe LCW, VCV

en a.(dfeaaz ELMR) ouverts contenant as etaz respietGnai

af(ayas/Chyhe)-d,laChi
4:Wrcktq

+afayacharecswingDe plus



dYC =(afouf)dfoYu Retour aux exercis **

S i - du TD5:
norme auclicienne

ERCRYBY E GLmLR ECRYR/Ex/4f(x) -sinod

preuve, elle repose sur le théorème
- Déterminer les extremer locaux
d'inversion locale appliqué à
RYXR*- IRXIRm def

F S 1 ↳ f différenliablegradient?(2)- (eflopz)
-> fc Hessienne?

(sig =f
-

y(x =g(xor)
-> extremer locaux?

Lecalcul de d4(sa) seffectue avec la On remarque:

regte de la chaine. f(x)[-bb]
si IaEtSETe maximumE globalsillal=3+2kIno min.globaux



Par les théoriemes de compositionfest *Six=0 112
Cet affiche cas(Ilhoh ↓

41(0) =210
↳) Ifla e 2ezosCIII

-> CS2: *=8minimum local
sixextremum local Vf(x*) =0

* Six =k+2kπ
sait: x =0 ou ces(IDIR =0 -

sit x=0ou ec=k +k 4fb =- 4abs.com
-

. On a par les théorie, généraux
↳on a besoin def) par
condure

que festcet

Mf(a) 2cs(lbI
+2x(-sin Iba)2

- 2cs(IIII-sin (Mec
[cas produitscolaire usuel an IR


