
Séance 9:résolution desystemes Normes surchalIRet
limaures:methodes itératives I

rayon spectral

Objectif:on cherche à résoudre ladallR= eun decmension n?
e

numériquement un systeme Cinéaire On peutmunir alt, LIRU de différentes
de Cramer:Asc=b(avec normes (voir exemples dans TD6).
AcGLul) et belRYen Certainesnormes peuventavoirdes
antivisantune suite dapproxima- propriétéssupplementaires:

IN
tions de celui-ci notés (a(RY. normed'algebre: II. Il rérigie:me

Envarliliserparcannoce HABI1 =IA 1. IIBI

iletde type point fixe dePicard a nommer subordonnée:en considérantmer e

E 30
GIRN I une norme Nguelanque sur IR*
xk+1= g(xk) on définit:



lanorme subordonnée àNnatée III III: Proposition:on a RaN - n -
IIAll = sup [Noro3 IAly=Max [laij BOUN 3jan

i=

etInconstater que
toute norme subordonne

IAMo=Maxlaij
estaussi une nommer dalgèbre. In 12i=wj=b

remarque aussi qu'ona toujours IIIIdII- * preave:exercice (cupoly
me

Exemples:siA :[aij]/
en La norme subordonnée III Ille nar
·IAll Elaigt lAl---Alle pas d'expression explicite mais
a MAlly- III ANer III Allo
Deux de ces normes subordonnéesontune

s'exprime enfardian ou rajan
spectral de A:

expression explicite:
e(A) =Max) (X) XESpIAr



Gnaaters preure: ksi IN
=e(A) at/3

e

III ANg= esFA) (exercice X vecteur
propre associé

(IIIAI) =In si Ad3nIR( MAIl- =(X) =e()

Il existe enfinune relation entre
e (voirpoly rureferences usuellestoute norme subordonnée et le rayon Ciorlet/Allaire (....

spectrali Ces résultats permettent détudier

Proposition: soit A EculR). Gnau plus facilement la convergence de-

CCA) =III All. Inversementcertaines suites de makice;
si EO et Afiré ilexiste mine norme du type CARLENN:
subordonnéeIII III ta Ak= 0 =e(A) <1

111 All =(A)+E
R
=-il existe III III
relle

que
IIAN]



Exempleaexercise:ExD TDS NCANCB =[[[ [laihlbatencore 2

1) axiomes àverifier ou alURLNIR i
&) IIdly =m F4:nonsubordonnes -laizllbeei

3)Vai car ki
=k

WCAB = SEDE,ainbaj 2) Principe général des mithochesitératives
et

NCA/ NCB = On va utiliserune decomposition
↳laial). (Elbaj de A de Conforme:
Sati

A =M = N I
(N. in Mestune matrice facileà
NABE laizllbing ↓inverser triangulaire:remontésLandis que Liensen opéra



et deconsidérer lasuite citerations i preue: a siTCMN<3/5
-

30 EIR alors,arecte, ilexiste uneE (3)
san= MY (Noctb norme subordonnésIII III by

IIIMNIII S5. Alorspour la
(sise- Mes=North,soit
Ax =b

norme II Il associée sur IRon

ti
constante

queOn a le résultat fondamental suivan
PThéorème:la méthode itérative 4)RNeb

-

15basée sur la décomposition (MN salisfait les conditions duth. de
de A converge partautscovers Rieurd;Klay) ER"men

Cascuttiere de Ab siet IIYb-4y)IIENMNIII locryl
sculements;e(M*N/[]/Letleranvergence estgéométrique



En notant eg =D
ork

↓
on La condition (M+N=46

ren

or PRA= M" (Nova +bE ok = M" (Nock +b est suffisante par assurer la

-at:et*MNen eten. anvergence de la methode.
preuve a

+A
=
A

* sieCMN, se an e

suppose que la méthode estconvergente z(tm=MAN
n

als an aurait Ve. EIR de reste està voir sur poly ou
(M"N)* 2. -or claimplique reference usuelle).
que
elMN)<3:absurde I 3Methodes deJacobiet
Il existeun cas particulier simplifié: GaussSzicht

Thérente :si AO in
- me

~
u

a toujours 4M+Nsymetriq



3.5Méthode deTacabi Dans ce cas, la méthodesécrit
-

Si Accn(IR)_cattemethode sixp
=(0---) ana

consiste àécrire: j
I

A =M - N arec hs
*(-a... - achete

M =diag(A)=D_)...m -aiauE (3 i =n

N =M.A =faire ↑
Cette methocter

converge
sie(5/].

SiAOr la methode existe etelle
On noter

Converge si2D
= A 0.

5
=MN.

Parque laméthode sait bien définie,
il faut aior Fichi..ny



3. 2) Methode de Gauss-Seidel
Gauss-Sacht definie siai0/8

en Dans ce cas, la méthode secrit:

Si ectnlR/_an peut le décomposersisup =(o --- drone
jen3 parties i diagonale
as -ass----a cI vit kmigrane)-
I

-ai-angbiinférieurestricte (3 i =n
telle que :A

=D -- - F

La methode de Gauss Seidel consiste
Cette methocter

converge
ssi ((23/s

aécrire it =M -Naver SiAOr la methode existe etelle

M =D - E venverge sitCD
-E/ tr =D-Et

EN - =D-0 aquiest tajors le cas Il
Gunche 22 *MN=(D-E/*



Dans certains cas particuliers Implimentation Bythenb9in
est possible de comparer Jacobiet Jacobi et Gauss Seicht, et
Gauss Seideli application sur l'exemple de la

Proposition:si A est midiagonale malice de Laplacierdiscrétisé:
- 2
on a e(22) =e(5)

(mimes convergences
et G.S. plus

A =(3...8)0
rapicla dans cecas) mi 2

Abro, critère d'arret:Na eps
procure:poly de cars or references ↳si soulier exacte connue
- ensuelles.

A ventellement) macé vitesse
A finverse, ilexiste des situations

convergence /
favorables à Jacobi par rapport
âGauss Seidel (voir TDGr

Groir exemple canigé en ligne



4) Autis methods ibratives a si A0, la methode0
4.1) Methode de relaxation(SOR

SOR anverge partout we]022.
#l sagitéralisationde a si AO et tridiagonale 1
Gauss Seidel: il existe un arametre climat

P P

M =1D - E
-

w =

2
-3

N =4 -5)P +F3 opt 1+V3- 415/2

avea a0 (relaxation par lequel la vitesse estmaximale

Le cas w = correspond à Gauss-Seicht (geemétrique
de raison Wor

On peut mankner: (références:Garlet
en

* on a necessairementwe]02[
par que

la methoche converge.



4.2) Methode du gradient Il existe unevaleur optimale 33
2
P

Il sagit de la methode associée
deX égale àSaran

àla décomposition : Lexercio TD6
CHEIRY me:the methode

E
M =5 Id Remarq

en

N =M- A =x Id - A correspond àun principedeminimis

Une itération s'écrit:
-sation de la fendion J.IR"IR

%1 =Sq-4)Axb14:56-A
-bo

par la méthode
du gradient

En monte
que ;

a si H -0, la methocher

converge si
xE]En[


