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On cherche à

On présente due notions indépendantes
difiniruneunique solutionprésentes au programme d'écrit : ·E/R"ausens des moindres

problèmes aux moindres carrés et décomposcarrés" : eERest tel
que

.
sition en valeurs singulières. /Il Bec-c Byle# Problemo de type mondres carres (1) yEIR
En sehave ici dans la résolution d'un (II 112 : norme enclidienne de lm
problème de type linéaire contenant plus d Exemple : approximation

__ ↑
-

equations que d'inconnues : Bec = c polynemiale d'un jeu de
données (ai,Yi) ikm



y3 Théorème : Ce probleme (31/2
yabot admet une solutionete

↑

Bien=Bc (système nxn* dis z dim Cette solution estunique sirgen
Fa

Be
Cor de manière équivalente Kercol
preuve : il existe plusieurs
mantations possibles :

c= -> en Etudiantlepe d'optimisation
associé :

· Minimiseret (a déterminer) = (
y

11By
-c↳es

Gua le résultat d'existence et <BBy,y= -2Baythe
d'unicité de oc suivant :

↳ tous les minimum de cette
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fonction correspondentaux points le probleme revient exactement 3

critiques tels que à rechercher la projection de e sur
X5(y) =EBBy -2Bc = 0 Im(B) . Celle-ci existe

,
estunique

Funicité s'obtientexactement (sans quex soit forcémentunique
lorsqueBB estsymétrique définier un ai si Binjectives
positive, c'est à dire lorsque KerBoy La caractérisation de cetèlement

deRiesz < ByroBer]O sait :je
sa : Fye

~

(y,Bc
=BBx]=0

=Bc=BBx/)
Ba



D'un point de vuealgorithmique, Le problème aux moindres carres4
Ca résolution du problème (3) via se récrit alors : ismetric
l'équation normale n'est pas Il By -c = Ila (By-cll2
satisfaisanted'un point de vue = Il Rysc
stabilité numérique et coût de calcul 2

(si m = n) . On utilise plutot = Il Ry-dat
une factorisation&R de lamatrice nont
Bi

·& rel
que Mode

( por remontée ( -



II)Décomposition envaleurs &

singulieres
Il existe un résultat de réduction

d'une makice en une matrice diagonalen
équivalente

,
possédant des propriétés

intéressantes : pre
: (var[Corlet]) . On a

Théorème : soit AEC (IR) en particulier :
de

rang
remin (en)Alors2- -&2 valers propres deAA

il existe un couple (W/V) by (An = WErn ErV)
WEGm(IR)

/
VEOn(IR) et Ed

uneunique famille de réels
a V : vecteurs propres

de TAAnxm

23 782 --ErO tels
que
a W : vecteurs

propres
deAA

mxm



D'un pointdevue algorithmique -InflIA- BI
2 6

...

ilexiste des algorithmes de SVD EBE dmn(IR)(singular value decomposition( rg(B) = b
basé sur la factorisation &R Char
(var Carlet) . Applications : recherche biblio,et ....
Cettedécomposition contient en
-

elle un résultat intéressant de

projection de A sur des expaces
plus simpleh

IlA-/



Séance 22b : introduction ituation : on se place 13
à lagémétrie différentielle dansIR" et si nécessaire

,
an

identifie IRhet IR" XIR"-P
Il s'agit de présenter ici le

(a) = (y / z)
vocabulaire (et les notiens En donne ici ladéfinition Initiale
principales) permettant d'étendre d'unesous variété qui sera
la nation de carbe sur 1Rcul réinterprétée demanière plus
ou de surface sur IR3. facilement représentable

ultérieurement .
=S
i=1 tif Mestune sous variété

de dimension p -de classe
Ch



↑
si par

toutsoM , il existe Def 29vivalente1 12
-

un voisinage Udexo
et Legration locale (

4 : U - IR* Ch différ tel que Mestunesous variété de
41MM) =412) 1(IPX30]) dimension p et de classehe
C Mest cdifférmorphe localement si par toutseM ,

ilexiste
un ser de dimensionp- Vraisinage ouverteravecDo

Il existe 3 définitions équivalentes F: t P

af(0) eLTRY/ 12pColont Ca justification repose sur surrectivesrelle que
les théorèmes desfendions implicites Mat=xEW/f()=bet de l'inversion locale)



-vivalente 2Def - eq Définition équivalente 3 &3
- -

(paramétrisation locale Igraphe local (
Mestrane sous variété de/R"de Mestune sous variété de dimension

dimension p , de classe ch , se p-de classe Choi pour tout
pour tout xoEM ,

ilexiste e = (yuzo) il existe Vraisinage
voisinage dexo

et j :V-R" To Tap

(Vvasinage de Goy dans 11 ouvert de
yo
et Wraisinage ouvertde

de Casse (Kj(0)=o, dj(0)ELI zo et une fonction
-

injective, hels que : g :VzW/Cher AGLIR
Mnw = j(V) tels

que

Mnckw =E* (ig) -yer]



Lela sphèreunités Mu = un (12*x303Exemp
&&S
de IR" estune san variet &

CouvertdelRde dimension n-J
,
de classe Ca

On peut associer en tate EMSonAGoetqf(x) = oY la notien despace tangent :IR" -IRn(n =3)
auf : (10s F : on note

&

Caffe .
he 2eh -) ToMYERY78 : ISM,

* siporvertdeRP I intervalle ouvertdeRcontenant of
UX90Yp estune sous hel

que
210) =ecoet (1)=v)p

variété de IR" : avec On l'appelle
Y : /R"EIRY/ on a X espacetangentBien



Ga la répresentation suivante de On presente enfin la &
ToM en fonction des 4 difinitions a méthode des extremas lies

Théorème : soit Mscus variète par rechercherle minimum
-
de de chimension p,

de classe d'une fonction sous contrant
ch ToMest un san espace Lest à dire surune variété)
rectoriel de IRmcaractérisé

par
: Théorème : soit fit -R

->TMeclYby
**

(IRPX90Ynop 23sur ~ouvert delR?

-Tom Ker (afbe) Sat M =Le Wygile=o-TM= [m) dj(0)
3 a ga,-- gpit~· TocoM=>Alphco.

heRP

Scitsco un peint de minimum
(prave : admiss local de f sur M .



alors
,
il existe 1

. --XpEIR sur M = 364y)/etytzly
lappelés multiplicateurs de Lagrange
rels que

Of (0)=go Ky
(Condition nécessaire Por les extremas lies

,
si

pre
: admis (an utiliseun (yaza) EMuinimise four

Cemmed'Algèbre et la caractérisation M localement, il existeRVa
lequalien locale" deToco M. 200 = X1

2yo = X -13Exemple : minimiser 2z0 = x .1

#3) =ettgh etotyatzo =1/



Réciproquement, f possède #
unminimum sur M car Mest

forméet f cocroire :
hmf(y(z) =+a
leyrgll -to
Il s'agit donc forcement de
(xyy= 39 =(/4/


