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PARTIE 1 : existence et unicité des solutions de (1)

1. Soit A € R. Montrer que le probléme :

—vy(z) + c(z)vr(z) = f(z), = €]0,1],
vr(0) =0, (1bis)

vy (0) = A,
admet une unique solution vy € C2([0, 1], R).
2. Montrer que pour tout A € R, v, peut s’exprimer sous la forme :
Uy = A\wq + wo
avec wy € C*([0, 1], R) 'unique solution du systéme :

—wy(z) + c(x)w (z) =0, = €]0,1],
w (0) = 0,
wy(0) = 1,

et wy une fonction indépendante de A a caractériser.

3. Montrer que wq(1) # 0.

4. En déduire qu’il existe au moins une solution u € C?([0, 1], R) du probléme

(1). Montrer que cette solution est unique.

5. Montrer que si f est positive, alors u est également positive.

PARTIE 2 : une matrice de discrétisation

Soit n € N*. On considére A, la matrice carrée de taille n, constante par
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Soit n € N*. On considére A, la matrice carrée de taille n, constante par
diagonale :

2 -1 0 0
-1 2 -1
-1 2
A=Y
0
) .2 —1
9 o -12Z/
6. Soit V' = *(vy, ..., v,) un vecteur propre de A, associé¢ a une valeur propre

complexe A. Montrer que A est nécessairement réelle et que les composantes
v; de V' vérifient la relation :

vipi— (2= ANvitvio1 =0, 1<i<mn,
ol on pose vy = Up41 = 0.

7. Montrer que toute valeur propre de A, est dans U'intervalle |0,4][.

8. Soit A une valeur propre de A,.
a) Montrer que les racines complexes 7 et r, du polynome
Piry=r*—(2-Nr+1
sont distinctes et conjuguées.
b) On pose r; = 75 = pe? avec p > 0 et § € R. Montrer qu'on a
nécessairement sin((n + 1)) = 0 et p = 1.

9. Déterminer 'ensemble des valeurs propres de A, ainsi qu'une base de \/
vecteurs propres.

10. On considére la famille des matrices B = [b; j]1<; j<n
les trois propriétés suivantes (appelées M-matrices) :

€ M, (R) vérifiant

bi; >0

b;; <0 pourtout j # i
Vi € {1,...,n}, 5

> by >0

j=1

Montrer que si B est une M-matrice, alors on a :

a) B est inversible,

b) si F' = Y(fy,..., [n) a des coordonnées toutes positives, alors B~'F
aussi,

1

¢) tous les coefficients de B~ sont positifs.

11. En appliquant les résultats précédents a A, +€l,, avec € > 0, montrer que W
tous les coefficients de A;;! sont positifs.
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PARTIE 3 : une suite d”’approximations de la solution de (1)

; : o 1 ;
Soit n € N* fixé. On note h = 1 et on considére les réels (;)o<i<ni1
: <i<

r
définis par x; = ih pour tout ¢ € {0,...,n + 1}.

12. Montrer que pour toute fonction v € C*([0, 1], R), il existe une constante
C > 0, indépendante de n, telle que

1 ;
Vie {1,...,n}, |v"(x;) — h_g('“(-"’iﬂ) +v(zis1) — 2v(z;))| < Ch?

13. Montrer qu’il existe une unique famille de réels (u;)o<i<n+1 vérifiant
1 ; i
. }Tz(“H_l + uj—1 — 2“1‘) + ('I(.,(?i)’ll‘l‘ = f(II‘L').

pourl <1 < n,

- (2)

Uy = Up41 = 0.

14. On suppose (dans cette question seulement) que c¢(z) = 0 et f(z) = 1
pour tout x € [0,1]. On note u la solution exacte du probléme (1). Montrer
que pour tout 7 € {0,....,n+ 1}, on a

1
Uu; = 'l,l,(.'l'lj) = 5(1(1 = .'I,'l')

15. Montrer que si f est positive, alors u; > 0 pour tout 7 € {0,....,n + 1}.
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PARTIE 4 : un premier résultat de convergence

Dans toute cette partie, on supposera de plus que ¢ € C*([0, 1], R) et que
f € C?([0,1],R) (c est toujours positive également).

16. Soit n € N*. On définit ’application N de M,,(R) dans R par la relation :
N(A) = sup{|[Az||c, [|z|lec <1}

Montrer que N est une norme sur M,,(R) et que si A = [a; ;]1<i j<n, alors

N(A) = max Z\aw]

1€{1,...,n}

17. Soit n € N*.

a) En utilisant les résultats des questions 14 et 15, montrer que pour la
matrice A,, définie au début de la partie 2, on a :

N (((n+1)%4,)7") <

b) En déduire que pour toute matrice diagonale D,, = [d; ]1<i j<n telle
que d;; > 0 pour tout ¢ € {1,...,n}, on a également

Ool»—l

N ((n+1)°4,+D,)™") <

o | —

18. Soit u I'unique solution du probléme (1) et (u;)o<i<n+1 la famille définie
par la relation (2) pour n € N*. Montrer qu”il existe une constante C' > 0,
indépendante de n, telle que

u(x < —
ogr?s%z)L'u(%) ul n?

Indication : on pourra introduire le vecteur X = (€1, ...,€,) o on a posé
€; = u(x;) — u; et calculer A, X.
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