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Exercice 1.

Soit f une application continue de R% — R telle que pour tout = > 0 on a f(nx) tend vers
0 quand n tend vers +oc.

Soit € > 0, on note F,, = {x > 1, |f(kz)| <e,Vk > n}.

1) Montrer que F), est fermé et, en appliquant le théoreme de Baire qu’il existe ng tel que
Vintérieur de F,,, # 0.

2) Montrer que si £ € N, £ > 1 et si x € F, alors {z € F,.

3) Déduire des questions précédentes qu'’il existe C' > 0 tel que [C,+oo[C F,, puis que
f(z) — 0 quand z — +oo.

Exercice 2.

Soit E un espace vectoriel normé. Soit P un sous-ensemble de E vérifiant,
) Ve,ye P, o, >0 = ax+ By € P.
ii)zePet —x€ P=x=0.

Soit F' un sous-espace vectoriel de E vérifiant,
VieE,(z+F)NP#0)< ((—z+F)NP#0).

1) Faire dans R? un dessin d'un P vérifiant I’hypothese ci-dessus, dun F vérifiant I’hypotheése
ci-dessus et d’un sous-espace G ne vérifiant pas I’hypothese sur F' ci-dessus.

Soit f : F' — R une application linéaire telle que pour tout z € PN F on a f(x) > 0.
Pour z € FE on note p(z) = inf{f(y), y € F, y—x € P}.
2) Montrer que Vz,z € Eonap(z+z) < p(z)+p(z) et Vo € E et VA > 0 on ap(Ax) = A\p(x).
3) Montrer que si z € P, on a p(—z) < 0.

4) Montrer qu'il existe g : E — R telle que pour tout x € P on a g(x) > 0 et si x € F,

g9(x) = f(x).



Exercice 3.

Soit ¢ = {(zn)n € £>°(N), limz,, existe}. Soit s = (s,,)n € £}(N), on définit g : £} (N) — ¢/

par (g(s),x) = solimx,, + Z TpSp+1 OU & = (Ty)y € C.

n=0
1) Montrer que g est linéaire continue.
2) Montrer que [|g(s)||cr = ||s]|¢1 () en déduire que g est injective.

3) Montrer que g est surjective et donc que g est un isomorphime isométrique.

Exercice 4.

Soit E un espace de Banach reflexif. On suppose que si pour toute suite (z,), € E telle
que z, — z alors ||z, — x| — 0.

Montrer que E est de dimension finie.



