
EPF 2, Math́ematiques appliqúees

Partiel du 24 mai 2006. Durée : 2 heures

Les trois exercices sont ind́ependants. On attachera le plus grand soiǹa la qualité de la ŕedaction,à la présentation
et à la rigueur des d́emonstrations. Les notes de cours et de TD sont interdites. La calculette EPF est autorisée.

Exercice 1
SoitN un entier≥ 1. On veut approcher

√
N par la ḿethode de Newton mise sous la forme

xn+1 = xn−
F(xn)
F ′(xn)

, F(x) = x2−N.

1. On posef (x) = x− F(x)
F ′(x)

.

a) Montrer que∀x∈]0,
√

N[, f (x) >
√

N et ∀x∈]
√

N,+∞[,
√

N < f (x) < x

b) En d́eduire que six0 > 0 etx0 6=
√

N, alorsxn >
√

N, ∀n≥ 1 et que la suite(xn)n≥1 est d́ecroissante
et converge vers

√
N.

2. On poseen = xn−
√

N. Si l’on suppose quexn est proche de
√

N, démontrer que

en+1 ≤
e2

n

2
√

N
.

(Indication : On pourra montrer queF(
√

N) = F(xn)+(
√

N−xn)F ′(xn)+ 1
2(
√

N−xn)2F ′′(ζn), où ζn ∈
]
√

N,xn[).

3. Application : On poseF(x) = x2−7. Montrer que
√

7∈]2,3[. Si x0 = 3, trouver le nombre d’it́erations
n tel quexn−

√
7≤ 10−10.

Exercice 2
On consid̀ere le probl̀eme de Cauchy :

x′1(t) = πx1(t)− tx2(t), t ∈ [0,π]
x′2(t) = πx2(t), t ∈ [0,π]
x1(0) = a,x2(0) = b, (a,b∈ R).

(1)

1. Montrer que (1) admet une unique solution.

2. On posez = (x1,x2). Ecrire l’algorithme d’Euler pour le système (1) pour un pas de discrétisation
h = π/N et tn = nh. Calculerz1 etz2 pourN = 20.

3. Donner la valeur dezn en fonction den, h, a et b. (Indication : On pourra faire apparaı̂tre le nombre

yn =
xn

1

(1+πh)n dans l’algorithme d’Euler).

Exercice 3
Résoudre l’́equation diff́erentielle

xy′−y = x2arctanx.

Sur les intervalles]−∞,0[ et ]0,+∞[. Existe-t-il des solutions surR ?
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