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Exercice 1.

Soit (E, ∥ · ∥) un espace vectoriel normé et f ∈ E′, f ̸= 0. Soit H = {x ∈ E, f(x) = 0}.
On définit pour x ∈ E, d(x,H) = inf

y∈H
∥x− y∥.

Le but de l’exercice est de prouver que d(x,H) =
|f(x)|
∥f∥E′

(∗).

1) Montrer que |f(x)| 6 ∥f∥E′d(x,H), ∀x ∈ E.

2) Soit z ∈ E \H, montrer que d(x,H) 6
∣∣∣ f(x)f(z)

∣∣∣ ∥z∥ (remarquer que y = x− f(x)

f(z)
z ∈ H).

En déduire (∗).

Exercice 2.

Soit fn : [0, 1] → C une fonction continue. On suppose que la famille (fn)n∈N est
équicontinue.

Soit (xn) une suite de [0, 1] telle que xn → a et on suppose que fn(a) → b.

Montrer que fn(xn) → b.

Exercice 3.

Soit H = L2([0, π/2],C), pour f ∈ H, on définit (Tf)(x) =

∫ x

0

f(t) cos tdt. On note

E = C([0, π/2],C). On munit H de la norme ∥ · ∥2 et E de la norme ∥ · ∥∞.

1) Montrer que ∀f ∈ H on a Tf ∈ E.

2) Montrer que T est un application linéaire continue de H dans E. Calculer ∥T∥L(H,E).

3) Montrer que T est un opérateur compact de H dans E.
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Exercice 4.

Soit α ∈]0, 1[ pour u : [0, 1] → C, on note ∥u∥α = sup
x∈[0,1]

|u(x)|+ sup
x,y∈[0,1]

x̸=y

|u(x)− u(y)|
|x− y|α

.

Soit Cα = {u : [0, 1] → C, , ∥u∥α < +∞}.

1) Montrer que si u ∈ Cα alors u est continue.

2) Montrer que Cα est un espace vectoriel normé muni de la norme ∥ · ∥α.

3) Montrer que si (un) est une suite de Cauchy dans Cα alors elle est de Cauchy dans
C([0, 1],C). Montrer que la limite u dans C([0, 1],C) est dans Cα. En déduire que un

converge vers u dans Cα et que Cα est un espace de Banach.

4) Montrer que B = {u ∈ Cα, ∥u∥α 6 1} est relativement compact dans C([0, 1],C) puis que
B est compact dans C([0, 1],C).

Exercice 5.

Soit (xn) une suite de [0, 1] et (yk) une suite de C. On note E = C([0, 1],C) muni de la
norme ∥f∥ = sup

x∈[0,1]

|f(x)|.

On note An,k = {f ∈ E, f(xn) ̸= yk}.

1) Montrer que An,k est un ouvert dense de E.

2) Montrer que A = {f ∈ E, ∀n, k f(xn) ̸= yk} est dense dans E (penser que N × N est
dénombrable).
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