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Dans tout ces rappels, K désigne le corps R ou C.

1 Rappels sur les Systémes et Applications Linéaires :

Propriété 1.1. Soient E et F' deuz espaces vectoriels sur K de dimension finie. St E C F
et dim £/ = dim F', alors les deux espaces E et F' sont égaux.

Définition 1.1. Soient Fj, .., E, des sous-espaces vectoriels de £. On désigne par E; +
-+ 4 E, le sous-espace vectoriel de E tel que

Ei+---+E, ={r€F tq © = x1+---+ux, avec x1 € By,--- 2, € E,.}
On dit que la somme E; @ - -- @ £, est directe si
V(zy, - xp) €y X xE), m+--+2, =0 = x=0cet- - eta,=0.

Propriété 1.2. Soient E,--- E, des sous-espaces vectoriels de E, E' étant un espace vec-
toriel sur K de dimension finie. On a toujours

p
dim(E; + -+ E,) < Y dim(E)).
=1

De plus la somme Ey @ --- @ E, est directe si et seulement si dim(Ey + --- + E,) =
p

> dim(E;).

i=1

Preuve. Pour chaque i € {1,---,p}, on note (ef,--- el ) une base de E; et on a alors
dim(E;) = n;. On pose ' = Ey +-- -+ E,. La famille (e}, --- ,e,,,--- ,€f,--- ,eb ) est une
P
famille génératrice de F donc dim(E; + --- + E,) < Z dim(E;)™.
i=1

1. Silasomme F = E &- - -@®E, est directe alors (ef, - - - , eil, s el ,eflp) est une famille libre .

P
D’ou dim(F) > Zdim(Ei)(**). Donc d’aprés (x) et (xx) on en déduit que dim(Fy & - - - &
i=1



E,) = Z dim(E;).

P
2. Réciproquement : Posons n = Z dim(E;). Si dim(F) = n alors la famille (e}, --- e}

» “npo
i=1

-, €l eh ) est une famille génératrice de F' qui contient n éléments et dim(F) = n

donc on en déduit que (el,--- el - el oo eﬁp) est une base de F' donc en particulier

» “nyo

est libre. Donc la somme F' = E; + - - - + L, est directe. O

Propriété 1.3. Soient E,--- E, des sous-espaces vectoriels de E, E étant un espace vec-

toriel sur K de dimension finie. Pour chaque i € {1,--- ,p}, on note (€}, --- el ) une base
de E;. Alors

E=E® -©®FE <+ F=(e, ,e ~-~,e{’,-~-,epp) est une base de E.

? ' ny? n

Preuve. La somme est directe si et seulement si la famille F est libre (cf. définition d'une
somme directe et d’une famille libre).

E = Ey+---+ E, si et seulement si F est une famille génératrice de E (cf. définition
d’une famille génératrice et d'une somme de sous-espaces vectoriels).
On obtient ainsi le résultat de la propriété. O

Propriété 1.4. Soient E,--- E, des sous-espaces vectoriels de E, E étant un espace vec-
toriel sur K de dimension finie. On suppose que la somme E; © --- @ E, est directe
alors

p
E=FE®-0FE <= dmE) =Y dim(E).
=1

Preuve. Si E = E\©--- @ E, alors (e1,- -+ ,¢,,, -+ ,¢f,--- ,eb ) est une base de E donc

dim(E)=ny+---+n, = z”: dim(E;).

Réciproquement, posons F ZZ:l E, ® --- © E,, onaalors FF C E et d’apres la propriété
1.2 dim(F) = idim(Ei). Or Zp: dim(E;) = dim(FE) donc d’aprés la propriété 1.1, £ =
r i=1 i=1 -

1.1 Quelques Rappels sur les Applications Linéaires

Définition 1.2. Soient E et F' deux espaces vectoriels sur K. On dit que 7', application
de E dans F' est linéaire si

{ Vi,y € E flz+y) = fl)+ f(y)
VAeKVz e E f(A-x)=X\-f(z)

Si T est une application linéaire de E dans E alors on dit que T' est un endomorphisme
de FE.

Soit T" une application linéaire de E dans F', on définit les deux espaces vectoriels sui-
vants :

Ker(T) ={u € E tq. T(u) =0p} Ker(7T) s.e.v. de E, est appelé Noyau de T
Im(T) ={T(u) tq. u € E} Im(T) s.e.v. de F, est appelé Image de T



Propriété 1.5. Si E est de dimension finie, dont une base est eq,..,e, et si T est une
application linéaire de E dans F' alors

Im(T) = Vect{T'(e1), .., T(en)},
ot Vect{ay, ..,a,} désigne le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs ay, .., Gy, .

Propriété 1.6. Soit T une application linéaire de E dans F'. On a les propriétés suivantes
T est injective <= Ker(T) ={0g}.
T est surjective <= Im(T)=F.
T est byective <= T est injective et surjective.

Théoréme 1.1. du rang Soient E et F' deuz espaces vectoriels de dimension finie. Soit
T une application linéaire de E dans F. Alors

dim Ker(T) + dim Im(T') = dim E.

Remarque 1.1. e Rappelons que le rang d'une famille de vecteurs {us,..u,} est égal
a dim Vect{uy, ..u,}, ¢’est-a-dire au nombre maximum de vecteurs linéairement indé-
pendants que 'on peut extraire de la famille {uy,..u,}.

e dim Im(7") est encore appelée rang de T et notée rg(T'). Elle correspond au rang de
la famille {T'(e1),..T(e,)} ou {ey,..,e,} est une base de E.

Corollaire 1.1. Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit T une
application linéaire de E dans F.
Si dim E # dim F', alors T n’est pas bijective.
Sidim E = dim F', alors les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) T est bijective
(i) T est injective (c’est-a-dire Ker(T) = {0g})
(iii) T est surjective (c’est-a-dire rg(T) = dim(F)).

Preuve. 11 suffit d’utiliser le théoréme du rang (cf. théoréme 1.1) et remarquer que d’une
part dimKer(7T) = 0 = Ker(T') = {0g} et que d’autre part, d’aprés la propriété 77,

dim(Im(7")) = dim F = Im(T) = F. O

Remarque 1.2. — Notons que l'on a toujours Im(7") C F' et que Im(7T) est un sous-
espace vectoriel de F. Donc si F' est de dimension finie, dim(Im(7")) = dim(F) =
Im(T) = F.

Attention : Notons aussi que si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d’'un espace
vectoriel sur K alors dim(A) = dim(B) # A = B.

1.2 Reésolution de T'x =b

Soient E et F' deux espaces vectoriels de dimension finie, 7" une application linéaire de F
dans F' et b un ¢lément de F. On désire chercher les vecteurs x de E tels que T'(z) = b.
On note S l'ensemble de ces vecteurs.

(i) Si T est bijective alors

Vb € F, il existe une unique solution x¢ € E tq. T'(zg) = b.

(ii) Si T n’est pas bijective :



— Si b € Im(T), alors il existe au moins un zg € E tel que T'(xg) = b, donc T'(z) =
b e T(x)=T(xy) & T(x—1x9) =0p & x—x¢ € Ker(T).

S = {zo+u tq. u € Ker(T)}.

Donc si T' est injective alors Tx = b admet une unique solution.
Si T n’est pas injective, alors Tx = b admet une infinité de solutions.
— Sib¢gIm(T) alors S = 0.

1.3 Application a la Résolution des Systémes Linéaires
Soient n, p € N*. On s’intéresse au systéme linéaire suivant :

anry + o+ apr, = b
(S) : S

ap17 + -+ AppTp = bp
Résoudre le systéme (S) revient a résoudre Tx = b ol

b= (by,...b,) €ERP
et T' est application linéaire de R™ dans R? telle que
T(x1, s 2n) = (@1 + -+ o, 05 G T+ Apnln).

Propriété 1.7. Le systeme (S) admet une solution et une seule quelque soit le second
membre b € RP si et seulement si n = p et ['une des trois conditions est vérifiée :
(i) Le systéme homogéne associé a (S) (c’est-a-dire lorsque b = 0) n’admet
que la solution x = 0.
(ii) Pour tout second membre b € RP, le systéme admet toujours au moins une
solution.
11 - Aip
(iii) Le rang de la matrice o : est égal a p.
Apr - Gy
On notera de plus, que si l'une des trois conditions est réalisée alors les deur autres le sont
automatiquement.

Preuve. Le systéme (S) admet une unique solution quelque soit le second membre b si et
seulement si T est bijective. Or, d’apreés le corollaire (1.1), une condition nécessaire pour
que T soit bijective est que dim(R") = dim(RP) c’est-a-dire n = p. On dit que le nombre
d’inconnues doit étre égal au nombre d’équations.

Supposons maintenant que n = p. Toujours d’aprés le corollaire (1.1), T est alors bijec-
tive si et seulement si T' est injective (c’est-a-dire Ker(T') = {0}) si et seulement si T" est
surjective (c’est-a-dire Im(7") = RP). Il suffit donc de vérifier I'une des deux propriétés, a
savoir Ker(T') = {0} ou Im(7T") = RP, pour que I'autre soit alors automatiquement vérifiée.
Comment interpréter Ker(7') = {0} ?

Ker(T)={0} & “T(x)=0=2=0"
an Ty + ..+ apr, =0
oo« : = (z1,..,2,) = (0,..,0).”

apxy + ..+ appxy, =0
NS

J

~~

Systéme homogeéne associé a (9):
& Systéme homogéne associé a (S) n’admet que la solution nulle.

4



Comment interpréter Im(7") = RP 7

Im(7T") = RP signifie que Vb € RP, b € Im(T') c’est-a-dire que Vb € RP, Jz € R", tq. T'(z) =
b. Autrement dit : Le systéme (S) admet au moins une solution quelque soit le
second membre.

D’aprés la remarque (1.2), Im(7) = R? <« dim(Im(7)) =p & 1g7) =p &

rg(Vect{T (e1),T(e2),..,T(e,)}) = pou (e, .., e,) désigne la base canonique de R" (e; = (1,0, ..,0),
es = (0,1,0,.,0),en = (0,..,0,1)).
a1 Ain
OrT(e)=| : |, Tle,) =1 :
ap Apn,
11 - Aip
Donc le rg(Vect{T'(e1), T(e2),..,T(en)}) =1g(| :+ ). O
ap1 Apn,



2 Reéductions de Matrices :

K désigne le corps C ou R.

2.1 Rappels et Notations

x1

R™ désigne l'espace des vecteurs colonnes & n composantes réelles (| € R", ouz; €RR).
L,

C™ désigne 'espace des vecteurs colonnes a n composantes complexes.

z;; désigne la i™ composante du vecteur z;.

(€1, .., €,) désigne la base canonique de R™ ou C" : e;; = d;5, Vi, 5 € {1,..,n}.

R™P désigne 'espace des matrices & n lignes et p colonnes a coefficients réels.

C™P désigne 'espace des matrices a n lignes et p colonnes a coefficients complexes.

Si A € K™P alors A;; désigne le coefficient de A qui est sur la i™° ligne et la j™° colonne.

I,, désigne la matrice identité d’ordre n : I, € R™" telle que (1,,);; = d;;.

x1
SiAeK"Petax=|[ : € K” alors Az € K" et la i'®™€ composante de Az est

Lp
n
(Ax); = ZAikxk, 1<i<n.
k=1
Enfinsi A € K*P et B € KP" alors AB € K™ et

p
Vie[l:nl], jel:r,  (AB); = Y AuBy.
k=1

On peut aussi définir A comme

A=1[Aler), -, Ale;), -+, Alep)], ou (e, - ,ep,) est la base canonique de K.

Définition 2.1. Norme d’un espace vectoriel
Soit £ un K espace vectoriel. Une norme N sur E est une application de E dans R
vérifiant les 3 propositions suivantes :

i) N(Az) = |A[N(z) VzeFE, M€K
ii) N(zx+vy) < N(z)+ N(y) Vz,yeE
iii) Ve € E, (N(z) =0 & 2 =0).

(E, N) est alors appelé espace vectoriel normé.

Propriété 2.1. Si E et de dimension finie, alors toutes les normes de E sont équivalentes :
c’est-a-dire que pour toutes normes N et N', il existe deux constantes réelles positives Cy
et Cy telles que :

Vee E C;N(z) < N'(z) < C3N(x).



Définition 2.2. Soit E un espace vectoriel sur K = R ou C. On dit que I'application
(.,.): B X E— K est un produit scalaire si les propriétés suivantes sont vérifiées :

(a) Y(o,pB) € K2, V(x,y,2) € E3,
(a-z+pB-y,2)=alz,z)+ B(y,z) (on dit que (.,.) est linéaire & gauche)
(zya-z+B-y) =a(z,x) + B(z,y) (ondit que (.,.) est semi-linéaire & droite)
(b) V(x,y) € E?, (x,y) = (y,x) (on dit que (.,.) est hermitienne)
(¢) VxeE, (x,x) >0 (on dit que (.,.) est positive)
(d) VeeFE, (z,z)=0 < =0 (on dit que (.,.) est définie)
e Si F est muni d’un produit scalaire (., .), on dit que (E,(.,.)) est un espace préhilber-

tien.

e Si dim(FE) est finie, et K = R (resp. K = C), on parle alors d’espace euclidien (resp.
hermitien).

Remarque 2.1. Les physiciens remplacent la définition (a) par (.,.) est linéaire a droite
et semi-linéaire a gauche.

Propriété 2.2. Un espace préhilbertien (E, (.,.)) est un espace normé, muni de la norme
|| suivante :
Vee K |z|| = /(z,2).

Définition 2.3. On appelle famille orthonormée d’un espace pré-hilbertien £ (de pro-
duit scalaire noté (.,.)) toute famille B de E telle que :

(x,y) =0Vz,y € B tq. z #y, et ||z]| =1Vz € B. (1)

Propriété 2.3. Toute famille finie orthonormée (cad vérifiant (1) ) d’un espace préhilber-
tien E est une famille libre.

Preuve. Si Za u; = 0 alors Vj € : Za w;,u;) = 0. Or (Z QU u;) =
i=1 i
Zai(ui,uj) =a; x 1. Donc Vj € [|1 : n|], o; = 0. O

i=1

Remarque 2.2. Si (e, .., e,) est une base orthonormée de E alors Vax € E, (x,¢;) est la
i 1€ coordonnée de x dans cette base orthonormée.

Théoréme 2.1. Inégalité de Cauchy-Schwartz (x) :
(E,(.,.)) est un espace préhilbertien et ||.|| la norme associée au produit scalaire (.,.). Alors

Ve,ye B |(zy)l < =l llyl-

Preuve. On suppose d’abord que (z,y) est réel et on considére pour t € R, P(t) =
|z + ty||*. Le discriminant étant toujours positif, on obtient le résultat.

Si (x,y) n’est pas réel, le produit scalaire (z, (z,v)y) = (x,y)(z,y) est réel positif et on
utilise le cas précédent. O

Exemple 2.1. du produit scalaire usuel sur K" :

Soient z et y € C" :  (x,y) sz?/z

Siz,y e R", (z,9) leyl

On notera | - ||2 la norme associée au produit scalaire usuel : ||z||; = (x,z)/? V2 € C".



Si A € C™P, on note A*, la matrice adjointe de A :

Arecrn, AL =T,

i, 1<i<p 1<j<n. (2)

Propriété 2.4. VA € C"?, (A*)* = AetsiA,BeC" (AB)*= B*A*".
D’autre part, si A € C"P, A* est l'unique matrice € CP™, telle que

(Az,y), = (z,A%y),, Vo € CP, Vy € C". (3)

L’égalité (3) généralise la définition de l’adjoint d’une matrice & tout opérateur linéaire
continu sur un espace préhilbertien complet ( : appelé espace de Hilbert).

Preuve.

n n p p n p
(Az,y), = Z(Ax)zE = ZZAikSCkE = Zfﬂk(z Ay = Zﬂfk(A*y)k = (z, A%y)p.
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1 k=1

D’ou l'égalité (3).

D’autre part, soit B € CP" telle que (x, By) = (Az,y), Vx € CP, Yy € C" alors

(x,(B— A")y) =0, Vo € CP, Yy € C". Alors si on choisit x = (B — A*)y on obtient
(B — A%)y||3 = 0 don (B — A*)y = 0,Vy € C", ce qui signifie que B = A*. Donc la
matrice A* qui vérifie (3) est unique. O

Si A € C"?, on note A!, la matrice transposée de A :

AteCrr, A=A, 1<i<p 1<j<n
(Az,y) = (z,A'y) VAeR™, VreRP, VyecR"
Si AeRrrr, Al = A*

Si x € C", 2* € Ch™ est un vecteur ligne et (x,y) = 2!y = y*z, Va,y € C"
Si z € R", ' € R est un vecteur ligne et (x,y) =2ty, Va,y € R™

Définition 2.4.

Une matrice carrée A € C™" est dite hermitienne si A* = A.

Une matrice carrée A € C™" est dite symétrique si A' = A.

Une matrice carrée A € C™" est dite normale si AA* = A*A.

Une matrice carrée U € C™" est dite unitaire si UU* = U*U = I,
Une matrice carrée () € R™" est dite orthogonale si QQ! = Q'Q = I,,.

Propriété 2.5. des matrice triangulaire
On rappelle qu’une matrice carrée T' est triangulaire supérieure si sa partie inférieure
est nulle, c’est-a-dire :

T est triangulaire supérieure <= T;; = 0 Vi,j tq. ©>J.

et qu’une matrice carrée T est triangulaire inférieure si sa partie supérieure est nulle,
c’est-a-dire

T est triangulaire inférieure <= T;; = 0 Vi, j tq. i <j.

i) Une matrice T carrée triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et
seulement si ses éléments diagonaux sont non-nuls et alors T~ est encore triangu-
laire supérieure (resp. inférieure) dont les éléments diagonaux sont les inverses des
éléments diagonaux de T'.



ii) Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les coefficients diagonauz de cette
matrice.

iii) Une matrice triangulaire hermitienne est diagonale, o diagonale réelle.

iv) Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des détermi-
nants des blocs diagonauz.

Preuve. 1) et ii) sont laissés en exercice.
iii) Si T est triangulaire supérieure alors T* est triangulaire inférieure. Si de plus T = T,
T est triangulaire inférieure et supérieure donc 7" est diagonale. (T%); = T;; = T, =T,
Donc Tj; est réel.
iv)
a) on traite d’abord le cas de 2 blocs :
Al Bl

Soit T'= = ol Al € Cp,p’ A2 € (Cn,n’ Bl e Ccprn,

0

i) Le cas p = 1 est immédiat, car il suffit de développer le déterminant de T par
rapport a la liére colonne.

ii) Le cas p > 1 peut se traiter par récurrence toujours en développant la matrice
T de taille p+ 1+ n par rapport a la liére colonne et en appliquant I’hypothése
de récurrence a chaque sous matrice de taille (p + n).

b) Le cas général se traite facilement par récurrence sur le nombre de blocs.

Propriété 2.6. Soit Q € R™". On a les 3 équivalences suivantes :
i) Q est orthogonale si et seulement si

ii) Ve e R", [|Q(x)]|2 = ||x]|2 si et seulement si

iii) les vecteurs colonnes de @ forment une base orthonormée de R™.

Preuve.
Montrons : (i) = (ii)= (iii) = (i).
i) = (Q'Qx,z) = (z,x) Vr € R" = (Qz,Qx) = (z,x) = (ii).

Montrons que (ii) = (iii) : Pour cela, remarquons que :

Yo,y € B (1,9) = Lz +y o +y) — (0) — (5.0).

Remarquons aussi que les vecteurs colonnes de ) sont Q(e;) ou e; désigne le i iéme vecteur
de la base canonique de R".

1
Donc Vi, j € {1,..,n} (Qei, Qe;) = 5 (1Q(es + €)1 = 1Q(enlls — Q(es)l13) =

1 L, L

sl +eills = lleills — lle;l5) = 0sié # j et =1sii=j.
(ili) = (Qe),Qlej)) = dij, 1 < 4,5 < n. Or (Q(e;),Qlej)) = (Q'Qei),e5) = la j
ieme composante du vecteur Q'Q(e;), c’est-a-dire (Q'Q);; = d;; = 0;; ce qui signifie que
Q'Q = I,,. On en déduit donc (i). O



2.2 Valeurs et Vecteurs Propres d’Endomorphismes ou de Ma-
trices Carrées :

Dans la suite du cours, on suppose que E est un espace vectoriel sur K de dimension
finie et on note £(E) 'ensemble des endomorphismes de E.

Définition 2.5.

e Soit f un endomorphisme de E. L’élément A\ € K est appelé valeur propre de f si il
existe un vecteur x € F non nul tel que f(x) = Az.

e Soit A € K™". X € K est appelé valeur propre de A si il existe un vecteur z € K" non
nul tel que Az = Az.

x est alors appelé vecteur propre associé a la valeur propre \.

Propriété 2.7. X est valeur propre de A < A— I, n’est pas inversible < det(A—M\I,) =
0 < Ker(A—\I,) # {0}.

Définition 2.6. e On appelle polynéme caractéristique de A le polyndéme noté P4 tel que
PA(X) = det(A— X1,).

e Si \ est une valeur propre de A, on note m, la multiplicité algébrique de la racine \
de P4 dans K :
Pa(X) = (X = )™ Q(X) avec Q(\) £ 0.

o 1, = {z € K" tq. Az = Az} est appelé sous-espace propre associé¢ a la valeur
propre A. La dimension de FE) est appelé multiplicité géométrique de ).
e L’ensemble des valeurs propres de A, noté Spy (A), est appelé spectre de A.

Propriété 2.8.

St K =R, alors Z my < n.
)\ESPR(A)

St K = C, alors Z my = n.
XeSpc(A)

Preuve. Dans K, le polynéme caractéristique de A € K™" est de degré n donc admet au
plus n zéros, d’ou le premier résultat. Dans C, tout polynéme non-constant se décompose
en produits de facteurs de degré 1 (On dit que tout polynéme est scindé), d’ou le second
résultat. O

Propriété 2.9. admise
VA e K"V e Sp][{(A), 1 < dll’Il(E)\) < my.

Remarque 2.3. Si \ est valeur propre simple alors 1 = dim(F)) = m,

Définition 2.7. (x) Deux matrices carrées A et B € R™" (resp. C™") sont dites sem-
blables si il existe une matrice carrée S € R™" (resp. C™") inversible telle que

A=S5""'BS.
(Deux matrices semblables représentent le méme endomorphisme dans deux bases diffé-

rentes)
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Propriété 2.10. (%)
Deux matrices semblables ont les mémes valeurs propres mais la réciproque est fausse.

Preuve. Py(\) = det(A — A\I,) = det(S7!BS — AS71S) = det(S™YB — A\[,,)S) =
det(S!det(B — AI,,) det(S) = Pg(\). A et B ont les mémes polynomes caractéristiques
donc ont les mémes valeurs propres.

. 11 . )
Les matrices I, et A = 01 ont les mémes valeurs propres. Si elles étaient semblables,
il existerait S inversible telle que A = S71I,S d’ott A = I, ce qui est faux. Donc elles ne
sont pas semblables. O

P
Propriété 2.11. Soit A € K", soit Sp(A) = {1, ..\, } alors ZE/\i est directe.

i=1
Preuve. e Cas p = 2 Soient 21 € E), N E), alors Az = \jx; = Az avec A\; # Ay alors
x1 = 0. Donc Ey, + E), est directe.
e Cas général par récurrence. Supposons qu’il existe k tel que 2 < k < p tel que la somme

k—1
Z E), soit directe.
i=1
k k k
Soit (x1,..,x) € E), X..xX E), tq. Zwl = 0pg. Alors ZAxi = A0 =0 = Z)\Zwi =
1 =1 k_lzfl zflk_l
0 = Z Aiti + Mp(—x1—--—x_1) = 0p. Dot Z()\, —A;)x; = 0p. La somme Z E,,
i=1 i=1 i=1
étant directe, pour tout i € {1,---  k — 1}(\; — A\g)z; = 0, d’out ;=0 pour ¢ < k — 1 car
les valeurs propres sont distinctes. xp, = —x1 — -+ — xx_1 = 0.
k
Donc la somme Z E),, est directe. O

=1

2.2.1 Polynéme annulateur - Polynéme minimal

p

Définition 2.8. Si P = Z a; X" est un polynome d’une variable a coefficients dans K,
i=0

la matrice carré d’ordre n, P(A), est la matrice

p
P(A) = ) aA', on A°=1,.

1=0

De méme, si f € L(FE), alors P(f) est 'endomorphisme de E tel que

P(f)zzaifi, ot fi=fof.of et fO=Id.
=0 —
i fois
Propriété 2.12. Soient f un endomorphisme de E, P,() deux polynémes a coefficients

dans K. Alors (1) P(f)+Q(f) = (P+Q)(f).

(2) P(f)oQ(f) = (PQ)(f)=Q(f) o P(f).

(3) Ker(P(f)) et Im(P(f) sont des sous-espaces de E stables par f : f(Ker(P(f))) C
Ker(P(f)) et f(Im(P(f))) C Im(P(f)).
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Lemme 2.1. des noyaux
k

Soient f € L(E) et Py,---, Py des polynomes premiers entre euzr. On note P = HPZ-,

i=1
alors

Ker(P(f) = Ker(Pi(f))@--- @ Ker(Pu(f)).

A tout f € L(FE), on associe 'application linéaire : evy : K[X] — L(E) telle que
evy(P) = P(f). Comme K[X] est de dimension infinie alors que L(F) est de dimension n?,

evy n'est pas injective, donc Ker(evy) # 0 donc il existe au moins un polynéme P non nul
tel que P(f) =0.

Définition 2.9. Soit f € L(FE).

e On appelle polyndéme annulateur de f tout polynome P tel que P(f) = 0.

e On appelle polynéme minimal de f (ou A), que l'on note piy (ou p14) le polyndéme
annulateur de f (ou de A) unitaire et de plus bas degré.

Exemple 2.2. Un endomorphisme distinct de I'application nulle et de l'identité est un
projecteur si et seulement si son polyndéme minimal est 22 — X.

Un endomorphisme nilpotent est un endomorphisme dont le polynéme minimal est de la
forme X? ot d est appelé indice de nilpotence.

On admet le théoréme fondamental suivant :

Théoréme 2.2. Cayley-Hamilton :

Pi(A) = 0, ou Py est le polynome caractéristique de A.
Corollaire 2.1. deg(ua) < n.

Preuve. Comme P4 est un polynéme de degré n qui annule A, 4 divise P4 donc le degré
de w4 est inférieur ou égal au degré de Pjy. O

2.3 Réduction des Matrices Carrées :

L’idée est de trouver pour toute matrice A € K™™ une matrice B semblable a A, la plus
simple possible. En général, on cherche B sous la forme diagonale ou triangulaire.

2.3.1 Diagonalisation de Matrices :

Définition 2.10. (%)
Une matrice carrée A € C™" est dite diagonalisable si elle est semblable & une matrice
diagonale.

Propriété 2.13. (%)
Si A e R (resp. C™™) est diagonalisable, il existe S € R™™ (resp. C™") matrice inversible
et A1, A, € R (resp. C") tels que ST'AS = D := diag(\1, .., \n), ot diag(\i,.., \p) =

. Alors les (A\;)1<i<n sont les valeurs propres de A et la G1€Me colonne

de S est un vecteur propre de A associé a \;.

12



Preuve.

ST1AS(e;) = Nie; = AS(e;) = N\iS(e:). S(e;), qui est la i iéme colonne de S est non-nul
car S est inversible et est donc un vecteur propre de A associé a \;.

D’autre part, A € Sp(A) & Iz # 0 tel que Az = Mz & Jox #0, y = S~ 'a ASy =
ASy & Jy#£0, STTASy =Xy & Ty #0, (D—-A)y=0 < \est'un des \;. O

Corollaire 2.2. A est diagonalisable si et seulement si K" est la somme directe de ses
SOUS-ESPACES PTOPTES.

Preuve. Si A est diagonalisable alors d’aprés la propriété précédente, S étant inversible,
(S(e1),..S(en)) est une base de K" et donc K" ZVect{S e;)}, qui est une somme

directe de sous-espaces propres de A. Donc K" est egal a la somme de ses sous-espaces
propres.
Réciproquement, si K" est la somme de ses sous—espaces propres alors il existe p > 1

valeurs propres distinctes {1, .., A\, } tels que K" = E E), (somme directe). Si (e}, ..e}, )
i=1

est une base de E), alors S = (el,..,el .., ...el .. eP ) est une matrice carrée inversible
1 Np

(puisque la somme est directe et égale a ]K”) De plus A(e ) =\ e ce qui se traduit par
AS = Sdiag(A1, .., A1y -y Apy -y Ap). Done STTAS est une matrlce dlagonale. O
—— S —

n, fois n, fois

Théoréme 2.3. admis (x)
La matrice A € K™" est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes
sont réalisées :

i) Le polynome caractéristique de A, Py, est scindé sur K, c’est-a-dire que Py est le
produit de polynomes du premier degré.

Corollaire 2.3. Si A € K™" a n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

n
Preuve. On sait que si A an valeurs propres distinctes alors Pa(X H (A —X) donc Py

=1
est scindé et Vi € [|1: n|], 1 < dim(F),) <1 donc Y\ € Sp(A) dlm(E)\) =my=1 040

Remarque 2.4. Si A € C™", alors la propriété i) du théoréme 2.3 est toujours vérifiée car
dans C, tout polyndéme non constant est scindé.

0 —1
1 0
et —i comme valeurs propres, mais n’est pas diagonalisable dans R, car elle n’admet pas
de valeurs propres réelles.

Remarque 2.5. La matrice A = ( est diagonalisable dans C car elle admet ¢

Corollaire 2.4. La matrice A € R™" est diagonalisable dans R si et seulement si les deux
conditions suivantes sont réalisées :

i) A est diagonalisable dans C,

ii) Toutes les valeurs propres de A sont réelles.

13



Preuve. o Toute famille libre de R™ est une famille libre de C". Donc toute base de R"
est une base de C™ pris comme C-espace vectoriel (la réciproque est fausse).

Donc si A est diagonalisable dans R alors elle admet une base de vecteurs propres de
R" et donc aussi de C". De plus elle admet n valeurs propres réelles (comptées avec leur
multiplicité) donc elle est diagonalisable dans C et ses valeurs propres (dans C) sont toutes
réelles.

e Réciproquement, supposons que A soit diagonalisable dans C et que toutes ses valeurs
propres soient réelles.

Alors d’une part le polynéme caractéristique P, est scindé dans C et comme toutes les
valeurs propres sont réelles, il est scindé dans R.

D’autre part, notons pour A € Spc(A) C R :

Ey = {ze€C" tq Az=Xx} et Fy = {z €R", tq. Az = A\z}.

Si on montre que dim¢(Fy) = dimp(F)) alors on aura montré que A est diagonalisable
dans R puisque l'on a déja : dime(E)) = my (cf. théoréme 2.3).

Soit A € Spc(A) et notons (vy,..,v,) une base de F. Montrons que E) est engendré par
(v1,..,0p)

Soit © € E\ alors A(R(z) + iS(x)) = AMR(z) + iS(z)) dou A et A\ étant réels, on a
AR(z)) = AR(z) et A(S(x)) = A (z) donc R(x) € F\ et I(x) € F donc R(z) et I(x)
sont combinaisons linéaires de vy, ..,v, donc = est aussi combinaison linéaire de vy, .., v,
(dans C). De plus toute famille libre de R™ est une famille libre de C*, donc (vy, .., v,) est
une base de E) d’ou dimp F) = dim¢ E). O

2.3.2 Quelques compléments sur les polynémes annulateurs

Vous trouverez les démonstrations de ce complément dans ’article de Matthieu Roma-
gny.

Théoréme 2.4. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) A est diagonalisable

(2) Le polynome minimal de A est scindé a racines simples.

(3) Il existe un polynome scindé a racines simples qui annule A.

Théoréme 2.5. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :

(1) A est trigonalisable

(2) Le polynoéme caractéristique de A est scindé.

On rappelle qu'un polynéme non constant est scindé s’il est le produit de polynomes
de degré 1.

Définition 2.11. Soit A € K une valeur propre de A et « la multiplicité de A dans le
polynome caractéristique de A. On appelle sous-espace caractéristique de A associé
a A le sous-espace, noté F\, = Ker((A — \,,)%).
Théoréme 2.6. Sous-espaces caractéristiques de A

p
On suppose que A a un polynome caractéristique scindé : Py(X) = H(X — X)), On note

i=1
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14 le polynome minimal de A. Alors

(1) E = F\,®---®F,,.

(2) Pour tout i tel que 1 < ¢ < p, on pose f; : Fy, — F)\, la restriction de f a F),.
L’endomorphisme f; — M\;Id est nilpotent et la seule valeur propre de f; est ;. Soit u; le
polynéme minimal de fi, alors u;(X) = (X — N\)% avec 8; < oy est lindice de nilpotence
de f; — N\ 1d.

(3) pa = pur- -

(4) Pour tout i tel que 1 <1i <p, dim(F),) = «;.

(3) Soit B; une base qui trigonalise f; (une telle base existe d’aprés le théoréme 2.5) et
B =BU---UDB, (qui est une base de E). Alors la matrice M de f dans la base B est
triangulaire, diagonale par blocs (triangulaires) de tailles «;.

De plus f est diagonalisable si et seulement si pg = (X — Ay)--- (X —N,) (cad : B; =1)
si et seulement si M est diagonale.

2.3.3 Trigonalisation de Matrices Carrées :

Lemme 2.2. Matrice élémentaire dite de Householder

Toute matrice H € C™" de la forme H = I,, — 2uu*, ot u est un vecteur unitaire (||ulls =
Vuru = 1 norme issue du produit scalaire usuel (u,v) = v*u) est hermitienne et unitaire
et est appelée matrice unitaire élémentaire.

De plus, H est la symétrie orthogonale par rapport a l’hyperplan orthogonal a u.

Preuve. e Montrons que H est hermitienne :

H* = (I} —2uu*)* = I — 2(uu*)* = I,, — 2((v*)*u*) = H donc H est hermitienne.

e HH = (I, — 2uu*)(1, — 2uu*) = I,, — duu™ + 4(uu™)(uu®). Or (uu*)(vu*) = u(u u)u* =
(J|u||?)ur* = uu*. Donc HH = I,,. H est donc orthogonale.

e Pour montrer que H est la symétrie orthogonale par rapport a {u}*, il suffit de montrer
que Hu=—uet Hv=v Yv e {v tq. (u,v) =0} ={u}Ll.

— H(u) = u — 2uu*u = u — 2ul|u||* = —u.
— H(v) = v —2uu*v = v — 2u(v,u) = v pour tout v € {u}t.
U
Lemme 2.3. On note (eq, .., e,) la base canonique de C". Soit a € C", tel que a # 0.
JH une matrice élémentaire unitaire et o« € C* tels que H(a) = aey. (4)

(Ce résultat permet ensuite de démontrer le théoréme de Schur, vu en cours.)

Preuve. Soit a € C", tel que a # 0.

i) Analyse : On montre que si H = [ — 2uu* et « vérifient (4), alors
o] = llall

si on pose u = 2u*a alors pu =a— ae;
lw]? = 2a*pu = 2a(a —a;) = 2a(a —ay)
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i 0
ii) Synthése : Si on pose & = i lallz st ar 0 o= V2o —a) et
lall2 siap =0
1
u = —(a — aep), on montre que
i

p=2lallz(lalz +al), 2u'a = p, Jullz=1, H(a) = ae.

Remarque 2.6. Dans le cas réel, si u € R" est un vecteur unitaire, la matrice

H = I, — 2uu' est appelée matrice orthogonale élémentaire.

De plus, si a € R™ est un vecteur non-nul, alors il existe une matrice élémentaire orthogonale
H et un réel a non-nul tels que H(a) = aey, e; étant le premier vecteur de la base canonique
de R" (considéré comme un R espace vectoriel). La preuve est analogue a celle du lemme
précédent.

Théoréme 2.7. de Schur(x*) :
Soit A € C™", il existe une matrice U € C™" unitaire et une matrice T triangulaire
supérieure telle que

T = UAU, (5)
les éléments diagonauz de T étant les valeurs propres de A.

Preuve. On montre le résultat du théoréme par récurrence sur n, c’est-a-dire :

i) On vérifie que (5) est vraie pour n =1 (uy;; = 1 et T3 = Ayq).

ii) Soit n > 2 tel que (5) est vraie a 'ordre n — 1. On désire alors montrer (5) a l'ordre n.
Soit A € C™". Dans C, A admet nécessairement n valeurs propres (comptées avec leur
ordre de multiplicité).

Soient A € Sp(A) et z un vecteur propre associé a A. Alors il existe H une matrice
élémentaire unitaire et o € C* tels que Hx = ae;.

1 1 A
HAH(e;) = aHAHH(:L’) = aHA(SL’) = aH(SL’) = Mey. Donc HAH est de la forme

suivante :

0 -1 —1n-1
HAH = | oubeCl A, , € Crlnl,
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Calculons ByHAHB,, :

1] 0 A 1] 0
0 0 0
U;: 1 An—l Un—l B
0 0 0
b" 1] 0 A VU
0 0 0
m1An1 S Uy U AUy
0 0 0
A VTU,
0
Tn—l
0
A ‘ b'U, 4
0
La matrice T}, = o7 est triangulaire supérieure et
: n—1
0

T, = B'HAHB, = (HB,)"A(HB,).

Posons U, = HB,, alors U, est unitaire en tant que produit de deux matrices unitaires.
Dot T, = U3 AU,. =

Corollaire 2.5. (x)

Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A € C™™ soit hermitienne est
qu’elle soit unitairement semblable a4 une matrice diagonale réelle : A = U*AU
(A : matrice diagonale, U matrice unitaire).

Les colonnes de U sont des vecteurs propres de A. Ils forment une base orthonormée de
C™. En particulier, toute matrice A € C™™ hermitienne admet n valeurs propres réelles
(comptées avec leur ordre de multiplicité) et une base orthonormée de vecteurs propres.

Preuve.

e A € C™" est hermitienne. Il existe U unitaire et T' triangulaire supérieure telles que

T = U*AU. Or U*AU est hermitienne, donc 7" aussi. Une matrice triangulaire hermitienne

est diagonale a diagonale réelle.

e Réciproque : Si D = U*AU ou D est diagonale réelle alors A = UDU™* est hermitienne.
O

Corollaire 2.6. Soit A € C™". Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit
normale est qu’elle soit unitairement semblable ¢ une matrice diagonale (la matrice
diagonale n’est pas en général réelle).

Preuve. e Montrons qu'une matrice 7' triangulaire supérieure normale est diagonale :

(TT*)i = > TyTE =Y TyT,; =Y |Tyl> = > ITyl
=1 =1 j=1 j=i
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n 7

(T)T)i =Y TET; =Y T;Ty=> |Tul* = |Tji|*. Donc
j=1 =1

J=1 J=1

pour 1<i<n M [Tyl* = > [Tul*
j=1

j=i

— Pouri=1": Z |T1j|2 = |Ty1|?, d’ou Ty; = 0 pour 2 < j < n, cest-a-dire que la liére
=1
ligne de T est nulle excepté T7;.

— En procédant par récurrence, on suppose que les k£ premiéres lignes de 7' sont nulles
n

k
excepté les éléments diagonaux de T'. Alors on a Z Thi14)* = Z T ki1 | | Ths 1 k|
j=k+1 =15
(les Tj 41 appartiennent aux k premieres lignes) donc Z |Ths1,4]° = 0, c’est-a-dire
j=k+2
Tit1; = 0 pour j > k + 1. Donc la k + 1 iéme ligne de 7" est nulle, excepté son
coefficient diagonal.
e On en déduit alors le résultat du théoréeme, grace au théoréme de Schur :
T*T = (UFAU)*(U*AU) = U*A*UU* AU = U*A*1,, AU et
TT* = (UFAU)(U*AU )" = U*AU(U*A*U) = U*ALA*U = T*T car A*A = AA*. Donc T

est normale. Etant triangulaire, elle est diagonale. O

Théoréme 2.8. (*)

Soit A € R™™ une matrice carrée ayant toutes ses valeurs propres réelles, alors il existe
une matrice Q € R™" orthogonale telle que la matrice T = Q'AQ soit triangulaire supé-
rieure réelle, les éléments diagonaux de T étant les valeurs propres de A, T' étant semblable

a A.

Preuve. La démonstration est I'analogue de celle du théoréme de Schur. Utiliser la re-
marque (2.6). O

Corollaire 2.7. (x)
Une condition nécessaire et suffisante pour que A € R™™ soit symétrique est qu’elle soit
semblable a une matrice diagonale réelle par une transformation orthogonale :

Q'AQ = diag();), avec Q orthogonale et \; réels.

Les colonnes de @ sont des vecteurs propres de A. Ils forment une base orthonormée de
R™.

Preuve. 1l suffit d’utiliser le théoréme 2.8 et le fait qu'une matrice triangulaire supérieure
et symétrique est diagonale. O

Corollaire 2.8. (x)

Soit A € C™™. La trace de A (= ZA“) est la somme des valeurs propres de A dans C,
i=1

méme si A est a coefficients réels.

Le déterminant de A est égale au produit de ses valeurs propres dans C, méme si A est

une matrice carrée réelle.
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Propriété 2.14. Quelques Rappels sur la trace : Pour toute matrice A, B, P € K™", telles
que P est inversible, on a

tr(AB) = tr(BA) tr(A) = tr(P~*AP).

Preuve. La deuxiéme égalité est une conséquence de la premiére : en effet tr((P~1A)P) =
tr(P - (P~A)) = tr(A).

tr(AB) = Z(AB)Z-Z- = Z(Z AixBri) (en intervertissant les deux sommes) = Z(Z By Ai) =
i=1 i=1 k=1 k=1 i=1

> (BA)w = tr(BA). O

k=1

Preuve. du corollaire : D’aprés le théoréme de Schur (2.7), il existe 7" une matrice trian-
gulaire et U une matrice unitaire U* telle que T = U*AU. D’otu det(T") = det(Ux) det(A) det(U).
Or U* = U™ et det(U™') = 1/det(U). Donc det(T) = det(A). Or det(T) est le produit

de ses coefficients diagonaux, lesquels sont les valeurs propres de A. Donc det(A) est égal

au produit de ses valeurs propres comptées avec leur multiplicité.

D’autre part, tr(7) = tr((U*A)U) = tr(U(U*)A)) = tr(A) car UU* = I,. Or la trace
de T est la somme de ses coefficients diagonaux donc aussi la somme des valeurs propres
de A comptées avec leur multiplicité. O

2.4 Matrices définies positives :

Définition 2.12. (x)
On considére une matrice A hermitienne si A € C™" ou symétrique si A € R™". On dit
que A est définie positive (resp. semi-définie positive) si

Ve € K"\{0} (Az,z) >0 (resp. (Azx,z)>0),

ou (+,-) est le produit scalaire usuel sur K".

Remarque 2.7. Soit A € C™" alors Vo € C (Az,z) € C donc n’est pas en général un
réel. Toutefois, si A est hermitienne alors Vo € C (Az,z) = (z, Az) = (A*z,z) = (Az, z).
Donc (Az, z) est un réel.

Théoréme 2.9. (%)
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A € C™" hermitienne ou A €
R™" symétrique soit définie positive (resp. semi-définie positive) est que toutes ses valeurs
propres Ay, .., A, soient > 0(resp. > 0). On a alors :

VreC' (min A) floll; < (Az,2) < (max A) ol (6)
Preuve.
Si A est hermitienne, ses valeurs propres sont toutes réelles : Soient A\; < .. < )\, ses valeurs
propres et (uj.., u,) une base orthonormée de C", formée de vecteurs propres associés aux
valeurs propres Ay, .., A,.
Condition nécessaire : Si A est définie positive alors 0 < (Au;,u;) = Ni|lu;||3. Donc
Ai >0 (et A; > 0 si A est semi-définie positive).

n
Condition suffisante : Soit A hermitienne et A\; > 0. Soit z € C", alors x = Z U, et

i=1
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n

n n
lzl13 = (ZaiUz,Zozkuk) = Zzazak U;, Uy, Za@a@ = ) ol (car la base

i=1 k=1 _5Zk i=1

des vecteurs propres (ul, oy Up) €st orthonormee)

n
(Az,x) = Z%AUZ,ZO&JUJ = Zaz)\ uZ,Za]uj = Z|ai|2)\i > (min \)|z]]3 =
— 1<i<n

Ailjz]|? > 0, ‘v’x S C"\{O}
On en déduit que A est définie positive.

é i = 120 < )lz|2.
De méme, on a aussi : (Ax, x) Zl lag | A < (fg&g}; M) llz |3 O
Propriété 2.15. et Définition Soit A € C*P. Alors (A*)A est hermitienne et semi-

définie positive. De plus, A*A est définie positive si et seulement si A est injective.
On appelle valeurs singuliéres de A les racines carrées des valeurs propres de A*A.

Preuve. vu en td.

A*A € CPP. De plus Vo € CP((A*)Ax,x) = (Az, Ax) > 0. Donc (A*)A est semi-définie
positive. De plus ((A*)Az,z) = 0 < Ax = 0. Donc (A*)A est définie positive si et
seulement si Az =0 = x =0, ce qui n’est rien d’autre que le fait que A est injective. [

Définition 2.13. (xx)
Soit A € C™", si on note Ay, ..\, les valeurs propres de A, on appelle rayon spectral de
A le réel noté p(A) tel que

p(A) = max |\ (| - | désigne le module).

1<i<n
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