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Dans tout ces rappels, IK désigne le corps IR ou C.

1 Rappels sur les Systèmes et Applications Linéaires :

Propriété 1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK de dimension finie. Si E ⊂ F
et dimE = dimF , alors les deux espaces E et F sont égaux.

Définition 1.1. Soient E1, .., Ep des sous-espaces vectoriels de E. On désigne par E1 +
· · ·+ Ep le sous-espace vectoriel de E tel que

E1 + · · ·+ Ep = {x ∈ E tq. x = x1 + · · ·+ xp avec x1 ∈ E1, · · · , xp ∈ Ep.}

On dit que la somme E1 ⊕ · · · ⊕Ep est directe si

∀(x1, · · · , xp) ∈ E1 × · · · ×Ep, x1 + · · ·+ xp = 0 ⇒ x1 = 0 et · · · et xp = 0.

Propriété 1.2. Soient E1, · · ·Ep des sous-espaces vectoriels de E, E étant un espace vec-
toriel sur IK de dimension finie. On a toujours

dim(E1 + · · ·+ Ep) ≤
p

∑

i=1

dim(Ei).

De plus la somme E1 ⊕ · · · ⊕ Ep est directe si et seulement si dim(E1 + · · · + Ep) =
p

∑

i=1

dim(Ei).

Preuve. Pour chaque i ∈ {1, · · · , p}, on note (ei1, · · · , eini
) une base de Ei et on a alors

dim(Ei) = ni. On pose F = E1+ · · ·+Ep. La famille (e11, · · · , e1n1
, · · · , ep1, · · · , epnp

) est une

famille génératrice de F donc dim(E1 + · · ·+ Ep) ≤
p

∑

i=1

dim(Ei)
(∗).

1. Si la somme F = E1⊕· · ·⊕Ep est directe alors (e11, · · · , e1n1
, · · · , ep1, · · · , epnp

) est une famille libre .

D’où dim(F ) ≥
p

∑

i=1

dim(Ei)
(∗∗). Donc d’après (∗) et (∗∗) on en déduit que dim(E1 ⊕ · · · ⊕
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Ep) =

p
∑

i=1

dim(Ei).

2. Réciproquement : Posons n =

p
∑

i=1

dim(Ei). Si dim(F ) = n alors la famille (e11, · · · , e1n1
,

· · · , ep1, · · · , epnp
) est une famille génératrice de F qui contient n éléments et dim(F ) = n

donc on en déduit que (e11, · · · , e1n1
, · · · , ep1, · · · , epnp

) est une base de F donc en particulier
est libre. Donc la somme F = E1 + · · ·+ Ep est directe.

Propriété 1.3. Soient E1, · · ·Ep des sous-espaces vectoriels de E, E étant un espace vec-
toriel sur IK de dimension finie. Pour chaque i ∈ {1, · · · , p}, on note (ei1, · · · , eini

) une base
de Ei. Alors

E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ep ⇐⇒ F = (e11, · · · , e1n1
, · · · , ep1, · · · , epnp

) est une base de E.

Preuve. La somme est directe si et seulement si la famille F est libre (cf. définition d’une
somme directe et d’une famille libre).
E = E1 + · · · + Ep si et seulement si F est une famille génératrice de E (cf. définition
d’une famille génératrice et d’une somme de sous-espaces vectoriels).
On obtient ainsi le résultat de la propriété.

Propriété 1.4. Soient E1, · · ·Ep des sous-espaces vectoriels de E, E étant un espace vec-
toriel sur IK de dimension finie. On suppose que la somme E1 ⊕ · · · ⊕Ep est directe
alors

E = E1 ⊕ · · · ⊕ Ep ⇐⇒ dim(E) =

p
∑

i=1

dim(Ei).

Preuve. Si E = E1⊕· · ·⊕Ep alors (e11, · · · , e1n1
, · · · , ep1, · · · , epnp

) est une base de E donc

dim(E) = n1 + · · ·+ np =

p
∑

i=1

dim(Ei).

Réciproquement, posons F = E1 ⊕ · · · ⊕ Ep, on a alors F ⊂ E et d’après la propriété

1.2 dim(F ) =

p
∑

i=1

dim(Ei). Or

p
∑

i=1

dim(Ei) = dim(E) donc d’après la propriété 1.1, E =

F .

1.1 Quelques Rappels sur les Applications Linéaires

Définition 1.2. Soient E et F deux espaces vectoriels sur IK. On dit que T , application
de E dans F est linéaire si

{
∀x, y ∈ E f(x+ y) = f(x) + f(y)
∀λ ∈ IK ∀x ∈ E f(λ · x) = λ · f(x)

Si T est une application linéaire de E dans E alors on dit que T est un endomorphisme
de E.

Soit T une application linéaire de E dans F , on définit les deux espaces vectoriels sui-
vants :

Ker(T ) = {u ∈ E tq. T (u) = 0F} Ker(T ) s.e.v. de E, est appelé Noyau de T
Im(T ) = {T (u) tq. u ∈ E} Im(T ) s.e.v. de F , est appelé Image de T
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Propriété 1.5. Si E est de dimension finie, dont une base est e1, .., en et si T est une
application linéaire de E dans F alors

Im(T ) = Vect{T (e1), .., T (en)},

où Vect{a1, .., an} désigne le sous-espace vectoriel engendré par les vecteurs a1, .., an.

Propriété 1.6. Soit T une application linéaire de E dans F . On a les propriétés suivantes
T est injective ⇐⇒ Ker(T ) = {0E}.
T est surjective ⇐⇒ Im(T ) = F .
T est bijective ⇐⇒ T est injective et surjective.

Théorème 1.1. du rang Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit
T une application linéaire de E dans F . Alors

dimKer(T ) + dim Im(T ) = dimE.

Remarque 1.1. • Rappelons que le rang d’une famille de vecteurs {u1, ..up} est égal
à dimVect{u1, ..up}, c’est-à-dire au nombre maximum de vecteurs linéairement indé-
pendants que l’on peut extraire de la famille {u1, ..up}.

• dim Im(T ) est encore appelée rang de T et notée rg(T ). Elle correspond au rang de
la famille {T (e1), ..T (en)} où {e1, .., en} est une base de E.

Corollaire 1.1. Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie. Soit T une
application linéaire de E dans F .
Si dimE 6= dimF , alors T n’est pas bijective.
Si dimE = dimF , alors les conditions suivantes sont équivalentes :

(i) T est bijective
(ii) T est injective (c’est-à-dire Ker(T ) = {0E})
(iii) T est surjective (c’est-à-dire rg(T ) = dim(F )).

Preuve. Il suffit d’utiliser le théorème du rang (cf. théorème 1.1) et remarquer que d’une
part dimKer(T ) = 0 ⇒ Ker(T ) = {0E} et que d’autre part, d’après la propriété ??,
dim(Im(T )) = dimF ⇒ Im(T ) = F .

Remarque 1.2. – Notons que l’on a toujours Im(T ) ⊂ F et que Im(T ) est un sous-
espace vectoriel de F . Donc si F est de dimension finie, dim(Im(T )) = dim(F ) ⇒
Im(T ) = F .
Attention : Notons aussi que si A et B sont deux sous-espaces vectoriels d’un espace
vectoriel sur IK alors dim(A) = dim(B) 6⇒ A = B.

1.2 Résolution de Tx = b

Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension finie, T une application linéaire de E
dans F et b un élément de F . On désire chercher les vecteurs x de E tels que T (x) = b.
On note S l’ensemble de ces vecteurs.

(i) Si T est bijective alors

∀b ∈ F, il existe une unique solution x0 ∈ E tq. T (x0) = b.

(ii) Si T n’est pas bijective :
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– Si b ∈ Im(T ), alors il existe au moins un x0 ∈ E tel que T (x0) = b, donc T (x) =
b ⇔ T (x) = T (x0) ⇔ T (x− x0) = 0F ⇔ x− x0 ∈ Ker(T ).

S = {x0 + u tq. u ∈ Ker(T )}.
Donc si T est injective alors Tx = b admet une unique solution.
Si T n’est pas injective, alors Tx = b admet une infinité de solutions.

– Si b 6∈ Im(T ) alors S = ∅.

1.3 Application à la Résolution des Systèmes Linéaires

Soient n, p ∈ IN
⋆. On s’intéresse au système linéaire suivant :

(S)







a11x1 + · · · + a1nxn = b1
...

... =
...

ap1x1 + · · · + apnxn = bp

.

Résoudre le système (S) revient à résoudre Tx = b où






b = (b1, .., bp) ∈ IR
p

et T est l’application linéaire de IR
n dans IR

p telle que
T (x1, .., xn) = (a11x1 + · · ·+ a1nxn, · · · , ap1x1 + · · ·+ apnxn).

.

Propriété 1.7. Le système (S) admet une solution et une seule quelque soit le second
membre b ∈ IR

p si et seulement si n = p et l’une des trois conditions est vérifiée :
(i) Le système homogène associé à (S) (c’est-à-dire lorsque b = 0) n’admet

que la solution x = 0.
(ii) Pour tout second membre b ∈ IR

p, le système admet toujours au moins une
solution.

(iii) Le rang de la matrice






a11 · · · a1n
...

...
...

ap1 · · · apn




 est égal à p.

On notera de plus, que si l’une des trois conditions est réalisée alors les deux autres le sont
automatiquement.

Preuve. Le système (S) admet une unique solution quelque soit le second membre b si et
seulement si T est bijective. Or, d’après le corollaire (1.1), une condition nécessaire pour
que T soit bijective est que dim(IRn) = dim(IRp) c’est-à-dire n = p. On dit que le nombre
d’inconnues doit être égal au nombre d’équations.
Supposons maintenant que n = p. Toujours d’après le corollaire (1.1), T est alors bijec-
tive si et seulement si T est injective (c’est-à-dire Ker(T ) = {0}) si et seulement si T est
surjective (c’est-à-dire Im(T ) = IR

p). Il suffit donc de vérifier l’une des deux propriétés, à
savoir Ker(T ) = {0} ou Im(T ) = IR

p, pour que l’autre soit alors automatiquement vérifiée.
Comment interpréter Ker(T ) = {0} ?

Ker(T ) = {0} ⇔ “T (x) = 0 ⇒ x = 0′′

⇔ “

a11x1 + .. + a1nxn = 0
...
ap1x1 + ..+ apnxn = 0







︸ ︷︷ ︸

Système homogène associé à (S):

⇒ (x1, .., xn) = (0, .., 0). ′′

⇔ Système homogène associé à (S) n’admet que la solution nulle.
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Comment interpréter Im(T ) = IR
p ?

Im(T ) = IR
p signifie que ∀b ∈ IR

p, b ∈ Im(T ) c’est-à-dire que ∀b ∈ IR
p, ∃x ∈ IR

n, tq. T (x) =
b. Autrement dit : Le système (S) admet au moins une solution quelque soit le
second membre.

D’après la remarque (1.2), Im(T ) = IR
p ⇔ dim(Im(T )) = p ⇔ rg(T ) = p ⇔

rg(Vect{T (e1), T (e2), .., T (en)}) = p où (e1, .., en) désigne la base canonique de IR
n (e1 = (1, 0, .., 0),

e2 = (0, 1, 0, .., 0),..,en = (0, .., 0, 1)).

Or T (e1) =






a11
...
ap1




 , .., T (en) =






a1n
...

apn




.

Donc le rg(Vect{T (e1), T (e2), .., T (en)}) = rg(






a11 · · · a1n
...

...
...

ap1 · · · apn




).
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2 Réductions de Matrices :

IK désigne le corps C ou IR.

2.1 Rappels et Notations

IR
n désigne l’espace des vecteurs colonnes à n composantes réelles (






x1
.
.
.

xn




 ∈ IR

n
, où xi ∈ IR).

Cn désigne l’espace des vecteurs colonnes à n composantes complexes.
xij désigne la iieme composante du vecteur xj .
(e1, .., en) désigne la base canonique de IR

n ou Cn : eij = δij , ∀i, j ∈ {1, .., n}.
IR

n,p désigne l’espace des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients réels.
C

n,p désigne l’espace des matrices à n lignes et p colonnes à coefficients complexes.
Si A ∈ IK

n,p alors Aij désigne le coefficient de A qui est sur la iime ligne et la jime colonne.
In désigne la matrice identité d’ordre n : In ∈ IR

n,n telle que (In)ij = δij .

Si A ∈ IK
n,p et x =





x1
.
.
.

xp



 ∈ IK
p alors Ax ∈ IK

n et la iième composante de Ax est

(Ax)i =

n∑

k=1

Aikxk, 1 ≤ i ≤ n.

Enfin si A ∈ IK
n,p et B ∈ IK

p,r alors AB ∈ IK
n,r et

∀i ∈ [|1 : n|], ∀j ∈ [|1 : r|], (AB)ij =

p
∑

k=1

AikBkj.

On peut aussi définir A comme

A = [A(e1), · · · , A(ei), · · · , A(ep)] , où (e1, · · · , ep) est la base canonique de IK.

Définition 2.1. Norme d’un espace vectoriel
Soit E un IK espace vectoriel. Une norme N sur E est une application de E dans IR

+

vérifiant les 3 propositions suivantes :

i) N(λx) = |λ|N(x) ∀x ∈ E, λ ∈ IK

ii) N(x+ y) ≤ N(x) +N(y) ∀x, y ∈ E

iii) ∀x ∈ E, (N(x) = 0 ⇔ x = 0).

(E,N) est alors appelé espace vectoriel normé.

Propriété 2.1. Si E et de dimension finie, alors toutes les normes de E sont équivalentes :
c’est-à-dire que pour toutes normes N et N ′, il existe deux constantes réelles positives C1

et C2 telles que :
∀x ∈ E C1N(x) ≤ N ′(x) ≤ C2N(x).
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Définition 2.2. Soit E un espace vectoriel sur IK = IR ou C. On dit que l’application
(., .) : E × E → IK est un produit scalaire si les propriétés suivantes sont vérifiées :
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥
∥

(a) ∀(α, β) ∈ IK
2, ∀(x, y, z) ∈ E3,

(α · x+ β · y, z) = α(x, z) + β(y, z) (on dit que (., .) est linéaire à gauche)

(z, α · x+ β · y) = α(z, x) + β(z, y) (on dit que (., .) est semi-linéaire à droite)

(b) ∀(x, y) ∈ E2, (x, y) = (y, x) (on dit que (., .) est hermitienne)
(c) ∀x ∈ E, (x, x) ≥ 0 (on dit que (., .) est positive)
(d) ∀x ∈ E, (x, x) = 0 ⇔ x = 0 (on dit que (., .) est définie)

• Si E est muni d’un produit scalaire (., .), on dit que (E, (., .)) est un espace préhilber-
tien.
• Si dim(E) est finie, et IK = IR (resp. IK = C), on parle alors d’espace euclidien (resp.
hermitien).

Remarque 2.1. Les physiciens remplacent la définition (a) par (., .) est linéaire à droite
et semi-linéaire à gauche.

Propriété 2.2. Un espace préhilbertien (E, (., .)) est un espace normé, muni de la norme
‖.‖ suivante :

∀x ∈ IK ‖x‖ =
√

(x, x).

Définition 2.3. On appelle famille orthonormée d’un espace pré-hilbertien E (de pro-
duit scalaire noté (., .)) toute famille B de E telle que :

(x, y) = 0 ∀x, y ∈ B tq. x 6= y, et ‖x‖ = 1 ∀x ∈ B. (1)

Propriété 2.3. Toute famille finie orthonormée (cad vérifiant (1) ) d’un espace préhilber-
tien E est une famille libre.

Preuve. Si

n∑

i=1

αiui = 0 alors ∀j ∈ [|1 : n|], (

n∑

i=1

αiui, uj) = 0. Or (

n∑

i=1

αiui, uj) =

n∑

i=1

αi(ui, uj) = αj × 1. Donc ∀j ∈ [|1 : n|], αj = 0.

Remarque 2.2. Si (e1, .., en) est une base orthonormée de E alors ∀x ∈ E, (x, ei) est la

i ième coordonnée de x dans cette base orthonormée.

Théorème 2.1. Inégalité de Cauchy-Schwartz (⋆) :
(E, (., .)) est un espace préhilbertien et ‖.‖ la norme associée au produit scalaire (., .). Alors

∀x, y ∈ E |(x, y)| ≤ ‖x‖ ‖y‖.
Preuve. On suppose d’abord que (x, y) est réel et on considère pour t ∈ IR, P (t) =
‖x+ ty‖2. Le discriminant étant toujours positif, on obtient le résultat.
Si (x, y) n’est pas réel, le produit scalaire (x, (x, y)y) = (x, y)(x, y) est réel positif et on
utilise le cas précédent.

Exemple 2.1. du produit scalaire usuel sur IK
n :

Soient x et y ∈ Cn : (x, y) =
n∑

i=1

xiyi

Si x, y ∈ IR
n, (x, y) =

n∑

i=1

xiyi

On notera ‖ · ‖2 la norme associée au produit scalaire usuel : ‖x‖2 = (x, x)1/2 ∀x ∈ Cn.
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Si A ∈ Cn,p, on note A⋆, la matrice adjointe de A :

A⋆ ∈ C
p,n, A⋆

ij = Aji, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n. (2)

Propriété 2.4. ∀A ∈ Cn,p, (A⋆)⋆ = A et si A,B ∈ Cn,n (AB)⋆ = B⋆A⋆.
D’autre part, si A ∈ Cn,p, A⋆ est l’unique matrice ∈ Cp,n, telle que

(Ax, y)n = (x,A⋆y)p, ∀x ∈ C
p, ∀y ∈ C

n. (3)

L’égalité (3) généralise la définition de l’adjoint d’une matrice à tout opérateur linéaire
continu sur un espace préhilbertien complet ( : appelé espace de Hilbert).

Preuve.

(Ax, y)n =

n∑

i=1

(Ax)iyi =

n∑

i=1

p
∑

k=1

Aikxkyi =

p
∑

k=1

xk(

n∑

i=1

A⋆
kiyi) =

p
∑

k=1

xk(A⋆y)k = (x,A⋆y)p.

D’où l’égalité (3).
D’autre part, soit B ∈ Cp,n telle que (x,By) = (Ax, y), ∀x ∈ Cp, ∀y ∈ Cn alors
(x, (B − A⋆)y) = 0, ∀x ∈ Cp, ∀y ∈ Cn. Alors si on choisit x = (B − A⋆)y on obtient
‖(B − A⋆)y‖22 = 0 d’où (B − A⋆)y = 0, ∀y ∈ Cn, ce qui signifie que B = A⋆. Donc la
matrice A⋆ qui vérifie (3) est unique.

Si A ∈ Cn,p, on note At, la matrice transposée de A :

At ∈ Cp,n, At
ij = Aji, 1 ≤ i ≤ p, 1 ≤ j ≤ n.

(Ax, y) = (x,Aty) ∀A ∈ IR
n,p, ∀x ∈ IR

p, ∀y ∈ IR
n.

Si A ∈ IR
n,p, At = A⋆.

Si x ∈ Cn, x⋆ ∈ C1,n est un vecteur ligne et (x, y) = xt y = y⋆x, ∀x, y ∈ Cn.
Si x ∈ IR

n, xt ∈ IR
1,n est un vecteur ligne et (x, y) = xt y, ∀x, y ∈ IR

n.

Définition 2.4.
Une matrice carrée A ∈ C

n,n est dite hermitienne si A⋆ = A.
Une matrice carrée A ∈ Cn,n est dite symétrique si At = A.
Une matrice carrée A ∈ Cn,n est dite normale si AA⋆ = A⋆A.
Une matrice carrée U ∈ Cn,n est dite unitaire si UU⋆ = U⋆U = In.
Une matrice carrée Q ∈ IR

n,n est dite orthogonale si QQt = QtQ = In.

Propriété 2.5. des matrice triangulaire
On rappelle qu’une matrice carrée T est triangulaire supérieure si sa partie inférieure
est nulle, c’est-à-dire :

T est triangulaire supérieure ⇐⇒ Tij = 0 ∀i, j tq. i > j.

et qu’une matrice carrée T est triangulaire inférieure si sa partie supérieure est nulle,
c’est-à-dire

T est triangulaire inférieure ⇐⇒ Tij = 0 ∀i, j tq. i < j.

i) Une matrice T carrée triangulaire supérieure (resp. inférieure) est inversible si et
seulement si ses éléments diagonaux sont non-nuls et alors T−1 est encore triangu-
laire supérieure (resp. inférieure) dont les éléments diagonaux sont les inverses des
éléments diagonaux de T .
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ii) Les valeurs propres d’une matrice triangulaire sont les coefficients diagonaux de cette
matrice.

iii) Une matrice triangulaire hermitienne est diagonale, à diagonale réelle.

iv) Le déterminant d’une matrice triangulaire par blocs est égal au produit des détermi-
nants des blocs diagonaux.

Preuve. i) et ii) sont laissés en exercice.
iii) Si T est triangulaire supérieure alors T ∗ est triangulaire inférieure. Si de plus T = T ∗,
T est triangulaire inférieure et supérieure donc T est diagonale. (T ∗)ii = Tii ⇒ Tii = Tii.
Donc Tii est réel.
iv)

a) on traite d’abord le cas de 2 blocs :

Soit T = =







A1 B1

0 A2







où A1 ∈ Cp,p, A2 ∈ Cn,n, B1 ∈ Cp,n.

i) Le cas p = 1 est immédiat, car il suffit de développer le déterminant de T par
rapport à la 1ière colonne.

ii) Le cas p > 1 peut se traiter par récurrence toujours en développant la matrice
T de taille p+1+n par rapport à la 1ière colonne et en appliquant l’hypothèse
de récurrence à chaque sous matrice de taille (p+ n).

b) Le cas général se traite facilement par récurrence sur le nombre de blocs.

Propriété 2.6. Soit Q ∈ IR
n,n. On a les 3 équivalences suivantes :

i) Q est orthogonale si et seulement si
ii) ∀x ∈ IR

n, ‖Q(x)‖2 = ‖x‖2 si et seulement si
iii) les vecteurs colonnes de Q forment une base orthonormée de IR

n.

Preuve.
Montrons : (i) ⇒ (ii)⇒ (iii) ⇒ (i).
(i) ⇒ (QtQx, x) = (x, x) ∀x ∈ IR

n ⇒ (Qx,Qx) = (x, x) ⇒ (ii).
Montrons que (ii) ⇒ (iii) : Pour cela, remarquons que :

∀x, y ∈ IR
n (x, y) =

1

2
((x+ y, x+ y)− (x, x)− (y, y)).

Remarquons aussi que les vecteurs colonnes de Q sont Q(ei) où ei désigne le i ième vecteur
de la base canonique de IR

n.

Donc ∀i, j ∈ {1, .., n} (Qei, Qej) =
1

2
(‖Q(ei + ej)‖22 − ‖Q(ei)‖22 − ‖Q(ej)‖22) =

1

2
(‖ei + ej‖22 − ‖ei‖22 − ‖ej‖22) = 0 si i 6= j et = 1 si i = j.

(iii) ⇒ (Q(ei), Q(ej)) = δij , 1 ≤ i, j ≤ n. Or (Q(ei), Q(ej)) = (QtQ(ei), ej) = la j
ième composante du vecteur QtQ(ei), c’est-à-dire (QtQ)ji = δij = δji ce qui signifie que
QtQ = In. On en déduit donc (i).
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2.2 Valeurs et Vecteurs Propres d’Endomorphismes ou de Ma-

trices Carrées :

Dans la suite du cours, on suppose que E est un espace vectoriel sur IK de dimension
finie et on note L(E) l’ensemble des endomorphismes de E.

Définition 2.5.
• Soit f un endomorphisme de E. L’élément λ ∈ IK est appelé valeur propre de f si il
existe un vecteur x ∈ E non nul tel que f(x) = λx.
• Soit A ∈ IK

n,n. λ ∈ IK est appelé valeur propre de A si il existe un vecteur x ∈ IK
n non

nul tel que Ax = λx.
x est alors appelé vecteur propre associé à la valeur propre λ.

Propriété 2.7. λ est valeur propre de A ⇔ A−λIn n’est pas inversible ⇔ det(A−λIn) =
0 ⇐⇒ Ker(A− λIn) 6= {0}.

Définition 2.6. • On appelle polynôme caractéristique de A le polynôme noté PA tel que

PA(X) = det(A−XIn).

• Si λ est une valeur propre de A, on note mλ la multiplicité algébrique de la racine λ
de PA dans IK :

PA(X) = (X − λ)mλQ(X) avec Q(λ) 6= 0.

• Eλ = {x ∈ IK
n tq. Ax = λx} est appelé sous-espace propre associé à la valeur

propre λ. La dimension de Eλ est appelé multiplicité géométrique de λ.
• L’ensemble des valeurs propres de A, noté SpIK(A), est appelé spectre de A.

Propriété 2.8.

Si IK = IR, alors
∑

λ∈Sp
IR

(A)

mλ ≤ n.

Si IK = C, alors
∑

λ∈SpC(A)

mλ = n.

Preuve. Dans IK, le polynôme caractéristique de A ∈ IK
n,n est de degré n donc admet au

plus n zéros, d’où le premier résultat. Dans C, tout polynôme non-constant se décompose
en produits de facteurs de degré 1 (On dit que tout polynôme est scindé), d’où le second
résultat.

Propriété 2.9. admise

∀A ∈ IK
n,n ∀λ ∈ SpIK(A), 1 ≤ dim(Eλ) ≤ mλ.

Remarque 2.3. Si λ est valeur propre simple alors 1 = dim(Eλ) = mλ

Définition 2.7. (⋆) Deux matrices carrées A et B ∈ IR
n,n (resp. Cn,n) sont dites sem-

blables si il existe une matrice carrée S ∈ IR
n,n (resp. Cn,n) inversible telle que

A = S−1BS.

(Deux matrices semblables représentent le même endomorphisme dans deux bases diffé-
rentes)
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Propriété 2.10. (⋆)
Deux matrices semblables ont les mêmes valeurs propres mais la réciproque est fausse.

Preuve. PA(λ) = det(A − λIn) = det(S−1BS − λS−1S) = det(S−1(B − λIn)S) =
det(S−1 det(B − λIn) det(S) = PB(λ). A et B ont les mêmes polynômes caractéristiques
donc ont les mêmes valeurs propres.

Les matrices I2 et A =

(
1 1
0 1

)

ont les mêmes valeurs propres. Si elles étaient semblables,

il existerait S inversible telle que A = S−1I2S d’où A = I2 ce qui est faux. Donc elles ne
sont pas semblables.

Propriété 2.11. Soit A ∈ IK
n,n, soit Sp(A) = {λ1, ..λp} alors

p
∑

i=1

Eλi
est directe.

Preuve. • Cas p = 2 Soient x1 ∈ Eλ1
∩ Eλ2

alors Ax1 = λ1x1 = λ2x1 avec λ1 6= λ2 alors
x1 = 0. Donc Eλ1

+ Eλ2
est directe.

• Cas général par récurrence. Supposons qu’il existe k tel que 2 ≤ k ≤ p tel que la somme
k−1∑

i=1

Eλi
soit directe.

Soit (x1, .., xk) ∈ Eλ1
×..×Eλk

tq.

k∑

i=1

xi = 0E. Alors

k∑

i=1

Axi = A0E = 0E ⇒
k∑

i=1

λixi =

0E ⇒
k−1∑

i=1

λixi + λk(−x1−· · ·−xk−1) = 0E . D’où

k−1∑

i=1

(λi−λk)xi = 0E . La somme

k−1∑

i=1

Eλi

étant directe, pour tout i ∈ {1, · · · , k − 1}(λi − λk)xi = 0, d’où xi=0 pour i ≤ k − 1 car
les valeurs propres sont distinctes. xk = −x1 − · · · − xk−1 = 0.

Donc la somme
k∑

i=1

Eλi
est directe.

2.2.1 Polynôme annulateur - Polynôme minimal

Définition 2.8. Si P =

p
∑

i=0

aiX
i est un polynôme d’une variable à coefficients dans IK,

la matrice carré d’ordre n, P (A), est la matrice

P (A) =

p
∑

i=0

aiA
i, où A0 = In.

De même, si f ∈ L(E), alors P (f) est l’endomorphisme de E tel que

P (f) =

n∑

i=0

aif
i, où f i = f ◦ f.. ◦ f

︸ ︷︷ ︸

i fois

et f 0 = Id.

Propriété 2.12. Soient f un endomorphisme de E, P,Q deux polynômes à coefficients
dans IK. Alors (1) P (f) +Q(f) = (P +Q)(f).
(2) P (f) ◦Q(f) = (PQ)(f) = Q(f) ◦ P (f).
(3) Ker(P (f)) et Im(P (f) sont des sous-espaces de E stables par f : f(Ker(P (f))) ⊂
Ker(P (f)) et f(Im(P (f))) ⊂ Im(P (f)).
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Lemme 2.1. des noyaux

Soient f ∈ L(E) et P1, · · · , Pk des polynômes premiers entre eux. On note P =

k∏

i=1

Pi,

alors
Ker(P (f) = Ker(P1(f))⊕ · · · ⊕ Ker(Pk(f)).

A tout f ∈ L(E), on associe l’application linéaire : evf : IK[X ] → L(E) telle que
evf (P ) = P (f). Comme IK[X ] est de dimension infinie alors que L(E) est de dimension n2,
evf n’est pas injective, donc Ker(evf ) 6= 0 donc il existe au moins un polynôme P non nul
tel que P (f) = 0.

Définition 2.9. Soit f ∈ L(E).
• On appelle polynôme annulateur de f tout polynôme P tel que P (f) = 0.
• On appelle polynôme minimal de f (ou A), que l’on note µf (ou µA) le polynôme
annulateur de f (ou de A) unitaire et de plus bas degré.

Exemple 2.2. Un endomorphisme distinct de l’application nulle et de l’identité est un
projecteur si et seulement si son polynôme minimal est x2 −X.
Un endomorphisme nilpotent est un endomorphisme dont le polynôme minimal est de la
forme Xd où d est appelé indice de nilpotence.

On admet le théorème fondamental suivant :

Théorème 2.2. Cayley-Hamilton :

PA(A) = 0, où PA est le polynôme caractéristique de A.

Corollaire 2.1. deg(µA) ≤ n.

Preuve. Comme PA est un polynôme de degré n qui annule A, µA divise PA donc le degré
de µA est inférieur ou égal au degré de PA.

2.3 Réduction des Matrices Carrées :

L’idée est de trouver pour toute matrice A ∈ IK
n,n une matrice B semblable à A, la plus

simple possible. En général, on cherche B sous la forme diagonale ou triangulaire.

2.3.1 Diagonalisation de Matrices :

Définition 2.10. (⋆)
Une matrice carrée A ∈ Cn,n est dite diagonalisable si elle est semblable à une matrice
diagonale.

Propriété 2.13. (⋆)
Si A ∈ IR

n,n (resp. Cn,n) est diagonalisable, il existe S ∈ IR
n,n (resp. Cn,n) matrice inversible

et λ1, ..λn ∈ IR
n (resp. Cn) tels que S−1AS = D := diag(λ1, .., λn), où diag(λ1, .., λn) =









λ1

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

G

0 0

0

0

0 0 λn









. Alors les (λi)1≤i≤n sont les valeurs propres de A et la iième colonne

de S est un vecteur propre de A associé à λi.
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Preuve.
S−1AS(ei) = λiei ⇒ AS(ei) = λiS(ei). S(ei), qui est la i ième colonne de S est non-nul
car S est inversible et est donc un vecteur propre de A associé à λi.
D’autre part, λ ∈ Sp(A) ⇔ ∃x 6= 0 tel que Ax = λx ⇔ ∃x 6= 0, y = S−1x ASy =
λSy ⇔ ∃y 6= 0, S−1ASy = λy ⇔ ∃y 6= 0, (D − λI)y = 0 ⇔ λ est l’un des λi.

Corollaire 2.2. A est diagonalisable si et seulement si IK
n est la somme directe de ses

sous-espaces propres.

Preuve. Si A est diagonalisable alors d’après la propriété précédente, S étant inversible,

(S(e1), ..S(en)) est une base de IK
n et donc IK

n =

n∑

i=1

Vect{S(ei)}, qui est une somme

directe de sous-espaces propres de A. Donc IK
n est égal à la somme de ses sous-espaces

propres.
Réciproquement, si IK

n est la somme de ses sous-espaces propres alors il existe p ≥ 1

valeurs propres distinctes {λ1, .., λp} tels que IK
n =

p
∑

i=1

Eλi
(somme directe). Si (ei1, ..e

i
ni
)

est une base de Eλi
alors S = (e11, .., e

1
n1
, .., .., ep1, .., e

p
np
) est une matrice carrée inversible

(puisque la somme est directe et égale à IK
n). De plus A(eij) = λie

i
j , ce qui se traduit par

AS = Sdiag(λ1, .., λ1
︸ ︷︷ ︸

n1 fois

, .., λp, .., λp
︸ ︷︷ ︸

np fois

). Donc S−1AS est une matrice diagonale.

Théorème 2.3. admis (⋆)
La matrice A ∈ IK

n,n est diagonalisable si et seulement si les deux conditions suivantes
sont réalisées :

i) Le polynôme caractéristique de A, PA, est scindé sur IK, c’est-à-dire que PA est le
produit de polynômes du premier degré.

ii) ∀λ ∈ Sp(A) dim(Eλ) = mλ.

Corollaire 2.3. Si A ∈ IK
n,n a n valeurs propres distinctes, alors A est diagonalisable.

Preuve. On sait que si A a n valeurs propres distinctes alors PA(X) =
n∏

i=1

(λi−X) donc PA

est scindé et ∀i ∈ [|1 : n|], 1 ≤ dim(Eλi
) ≤ 1 donc ∀λ ∈ Sp(A) dim(Eλ) = mλ = 1.

Remarque 2.4. Si A ∈ Cn,n, alors la propriété i) du théorème 2.3 est toujours vérifiée car
dans C, tout polynôme non constant est scindé.

Remarque 2.5. La matrice A =

(
0 −1
1 0

)

est diagonalisable dans C car elle admet i

et −i comme valeurs propres, mais n’est pas diagonalisable dans IR, car elle n’admet pas
de valeurs propres réelles.

Corollaire 2.4. La matrice A ∈ IR
n,n est diagonalisable dans IR si et seulement si les deux

conditions suivantes sont réalisées :

i) A est diagonalisable dans C,

ii) Toutes les valeurs propres de A sont réelles.

13



Preuve. • Toute famille libre de IR
n est une famille libre de Cn. Donc toute base de IR

n

est une base de Cn pris comme C-espace vectoriel (la réciproque est fausse).
Donc si A est diagonalisable dans IR alors elle admet une base de vecteurs propres de
IR

n et donc aussi de C
n. De plus elle admet n valeurs propres réelles (comptées avec leur

multiplicité) donc elle est diagonalisable dans C et ses valeurs propres (dans C) sont toutes
réelles.
• Réciproquement, supposons que A soit diagonalisable dans C et que toutes ses valeurs
propres soient réelles.
Alors d’une part le polynôme caractéristique PA est scindé dans C et comme toutes les
valeurs propres sont réelles, il est scindé dans IR.
D’autre part, notons pour λ ∈ SpC(A) ⊂ IR :

Eλ = {x ∈ C
n, tq. Ax = λx} et Fλ = {x ∈ IR

n, tq. Ax = λx}.

Si on montre que dimC(Eλ) = dimIR(Fλ) alors on aura montré que A est diagonalisable
dans IR puisque l’on a déjà : dimC(Eλ) = mλ (cf. théorème 2.3).
Soit λ ∈ SpC(A) et notons (v1, .., vp) une base de Fλ. Montrons que Eλ est engendré par
(v1, .., vp) :
Soit x ∈ Eλ alors A(ℜ(x) + iℑ(x)) = λ(ℜ(x) + iℑ(x)) d’où A et λ étant réels, on a
A(ℜ(x)) = λℜ(x) et A(ℑ(x)) = λℑ(x) donc ℜ(x) ∈ Fλ et ℑ(x) ∈ Fλ donc ℜ(x) et ℑ(x)
sont combinaisons linéaires de v1, .., vp donc x est aussi combinaison linéaire de v1, .., vp
(dans C). De plus toute famille libre de IR

n est une famille libre de Cn, donc (v1, .., vp) est
une base de Eλ d’où dimIR Fλ = dimC Eλ.

2.3.2 Quelques compléments sur les polynômes annulateurs

Vous trouverez les démonstrations de ce complément dans l’article de Matthieu Roma-
gny.

Théorème 2.4. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(1) A est diagonalisable
(2) Le polynôme minimal de A est scindé à racines simples.
(3) Il existe un polynôme scindé à racines simples qui annule A.

Théorème 2.5. Soit A une matrice carrée d’ordre n. Les conditions suivantes sont équi-
valentes :
(1) A est trigonalisable
(2) Le polynôme caractéristique de A est scindé.

On rappelle qu’un polynôme non constant est scindé s’il est le produit de polynômes
de degré 1.

Définition 2.11. Soit λ ∈ IK une valeur propre de A et α la multiplicité de λ dans le
polynôme caractéristique de A. On appelle sous-espace caractéristique de A associé
à λ le sous-espace, noté Fλ = Ker((A− λIn)

α).

Théorème 2.6. Sous-espaces caractéristiques de A

On suppose que A a un polynôme caractéristique scindé : PA(X) =

p
∏

i=1

(X−λi)
αi. On note
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µA le polynôme minimal de A. Alors
(1) E = Fλ1

⊕ · · · ⊕ Fλp
.

(2) Pour tout i tel que 1 ≤ i ≤ p, on pose fi : Fλi
→ Fλi

la restriction de f à Fλi
.

L’endomorphisme fi − λiId est nilpotent et la seule valeur propre de fi est λi. Soit µi le
polynôme minimal de fi, alors µi(X) = (X − λi)

βi avec βi ≤ αi est l’indice de nilpotence
de fi − λiId.
(3) µA = µ1 · · ·µp.
(4) Pour tout i tel que 1 ≤ i ≤ p, dim(Fλi

) = αi.
(3) Soit Bi une base qui trigonalise fi (une telle base existe d’après le théorème 2.5) et
B = B1 ∪ · · · ∪ Bp (qui est une base de E). Alors la matrice M de f dans la base B est
triangulaire, diagonale par blocs (triangulaires) de tailles αi.

De plus f est diagonalisable si et seulement si µA = (X − λ1) · · · (X − λp) (cad : βi = 1)
si et seulement si M est diagonale.

2.3.3 Trigonalisation de Matrices Carrées :

Lemme 2.2. Matrice élémentaire dite de Househölder
Toute matrice H ∈ Cn,n de la forme H = In − 2uu∗, où u est un vecteur unitaire (‖u‖2 =√
u∗u = 1 norme issue du produit scalaire usuel (u, v) = v∗u) est hermitienne et unitaire

et est appelée matrice unitaire élémentaire.
De plus, H est la symétrie orthogonale par rapport à l’hyperplan orthogonal à u.

Preuve. • Montrons que H est hermitienne :
H⋆ = (I⋆n − 2uu⋆)⋆ = I⋆n − 2(uu⋆)⋆ = In − 2((u⋆)⋆u⋆) = H donc H est hermitienne.
• HH = (In − 2uu⋆)(In − 2uu⋆) = In − 4uu⋆ + 4(uu⋆)(uu⋆). Or (uu⋆)(uu⋆) = u(u⋆u)u⋆ =
(‖u‖2)uu⋆ = uu⋆. Donc HH = In. H est donc orthogonale.
• Pour montrer que H est la symétrie orthogonale par rapport à {u}⊥, il suffit de montrer
que Hu = −u et Hv = v ∀v ∈ {v tq. (u, v) = 0} = {u}⊥.

– H(u) = u− 2uu⋆u = u− 2u‖u‖2 = −u.
– H(v) = v − 2uu⋆v = v − 2u(v, u) = v pour tout v ∈ {u}⊥.

Lemme 2.3. On note (e1, .., en) la base canonique de C
n. Soit a ∈ C

n, tel que a 6= 0.

∃H une matrice élémentaire unitaire et α ∈ C
⋆ tels que H(a) = αe1. (4)

(Ce résultat permet ensuite de démontrer le théorème de Schur, vu en cours.)

Preuve. Soit a ∈ Cn, tel que a 6= 0.

i) Analyse : On montre que si H = I − 2uu⋆ et α vérifient (4), alors







|α| = ‖a‖2
si on pose µ = 2u⋆a alors µu = a− αe1
|µ|2 = 2a⋆µu = 2α(α− a1) = 2α(α− a1)
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ii) Synthèse : Si on pose α =







−a1
|a1|

‖a‖2 si a1 6= 0

‖a‖2 si a1 = 0
, µ =

√

2α(α− a1) et

u =
1

µ
(a− αe1), on montre que

µ =
√

2‖a‖2(‖a‖2 + |a1|), 2u⋆a = µ, ‖u‖2 = 1, H(a) = αe1.

Remarque 2.6. Dans le cas réel, si u ∈ IR
n est un vecteur unitaire, la matrice

H = In − 2uut est appelée matrice orthogonale élémentaire.
De plus, si a ∈ IR

n est un vecteur non-nul, alors il existe une matrice élémentaire orthogonale
H et un réel α non-nul tels que H(a) = αe1, e1 étant le premier vecteur de la base canonique
de IR

n (considéré comme un IR espace vectoriel). La preuve est analogue à celle du lemme
précédent.

Théorème 2.7. de Schur(⋆⋆) :
Soit A ∈ Cn,n, il existe une matrice U ∈ Cn,n unitaire et une matrice T triangulaire

supérieure telle que
T = U⋆ A U, (5)

les éléments diagonaux de T étant les valeurs propres de A.

Preuve. On montre le résultat du théorème par récurrence sur n, c’est-à-dire :
i) On vérifie que (5) est vraie pour n = 1 (u11 = 1 et T11 = A11).
ii) Soit n ≥ 2 tel que (5) est vraie à l’ordre n− 1. On désire alors montrer (5) à l’ordre n.
Soit A ∈ C

n,n. Dans C, A admet nécessairement n valeurs propres (comptées avec leur
ordre de multiplicité).
Soient λ ∈ Sp(A) et x un vecteur propre associé à λ. Alors il existe H une matrice
élémentaire unitaire et α ∈ C⋆ tels que Hx = αe1.

HAH(e1) =
1

α
HAHH(x) =

1

α
HA(x) =

λ

α
H(x) = λe1. Donc HAH est de la forme

suivante :

HAH =








λ bt

0
... An−1

0








où b ∈ C
n−1, An−1 ∈ C

n−1,n−1.

Or An−1 ∈ Cn−1,n−1 donc d’après l’hypothèse de récurrence, il existe Un−1 unitaire et Tn−1

triangulaire supérieure telles que Tn−1 = U⋆
n−1An−1Un−1. Posons Bn =








1 0
0
... Un−1

0








alors

B⋆
n =








1 0
0
... U⋆

n−1

0








et BnB
⋆
n =








1 0
0
... UnU

⋆
n−1

0








= In.
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Calculons B⋆
nHAHBn :








1 0
0
... U⋆

n−1

0















λ bT

0
... An−1

0















1 0
0
... Un−1

0








=








λ bT

0
... U⋆

n−1An−1

0















1 0
0
... Un−1

0








=








λ bTUn−1

0
... U⋆

n−1An−1Un−1

0








=








λ bTUn−1

0
... Tn−1

0








.

La matrice Tn =








λ bTUn−1

0
... Tn−1

0








est triangulaire supérieure et

Tn = B⋆
nHAHBn = (HBn)

⋆A(HBn).

Posons Un = HBn alors Un est unitaire en tant que produit de deux matrices unitaires.
D’où Tn = U⋆

nAUn.

Corollaire 2.5. (⋆)
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A ∈ C

n,n soit hermitienne est
qu’elle soit unitairement semblable à une matrice diagonale réelle : Λ = U⋆AU
(Λ : matrice diagonale, U matrice unitaire).
Les colonnes de U sont des vecteurs propres de A. Ils forment une base orthonormée de
Cn. En particulier, toute matrice A ∈ Cn,n hermitienne admet n valeurs propres réelles
(comptées avec leur ordre de multiplicité) et une base orthonormée de vecteurs propres.

Preuve.
• A ∈ Cn,n est hermitienne. Il existe U unitaire et T triangulaire supérieure telles que
T = U⋆AU . Or U⋆AU est hermitienne, donc T aussi. Une matrice triangulaire hermitienne
est diagonale à diagonale réelle.
• Réciproque : Si D = U⋆AU où D est diagonale réelle alors A = UDU⋆ est hermitienne.

Corollaire 2.6. Soit A ∈ Cn,n. Une condition nécessaire et suffisante pour que A soit
normale est qu’elle soit unitairement semblable à une matrice diagonale (la matrice
diagonale n’est pas en général réelle).

Preuve. • Montrons qu’une matrice T triangulaire supérieure normale est diagonale :

(TT ⋆)ii =
n∑

j=1

TijT T
ji =

n∑

j=1

TijTij =
n∑

j=1

|Tij|2 =
n∑

j=i

|Tij |2

17



((T ⋆)T )ii =
n∑

j=1

T T
ijTji =

n∑

j=1

TjiTji =
n∑

j=1

|Tji|2 =
i∑

j=1

|Tji|2. Donc

pour 1 ≤ i ≤ n
n∑

j=i

|Tij |2 =
i∑

j=1

|Tji|2.

– Pour i = 1 :

n∑

j=1

|T1j|2 = |T11|2, d’où T1j = 0 pour 2 ≤ j ≤ n, c’est-à-dire que la 1ière

ligne de T est nulle excepté T11.

– En procédant par récurrence, on suppose que les k premières lignes de T sont nulles

excepté les éléments diagonaux de T . Alors on a

n∑

j=k+1

|Tk+1,j|2 =

k∑

j=1

|Tj,k+1|2
︸ ︷︷ ︸

=0

+|Tk+1,k+1|2

(les Tj,k+1 appartiennent aux k premières lignes) donc
n∑

j=k+2

|Tk+1,j|2 = 0, c’est-à-dire

Tk+1,j = 0 pour j > k + 1. Donc la k + 1 ième ligne de T est nulle, excepté son
coefficient diagonal.

• On en déduit alors le résultat du théorème, grâce au théorème de Schur :
T ⋆T = (U⋆AU)⋆(U⋆AU) = U⋆A⋆UU⋆AU = U⋆A⋆InAU et
TT ⋆ = (U⋆AU)(U⋆AU)⋆ = U⋆AU(U⋆A⋆U) = U⋆AInA

⋆U = T ⋆T car A⋆A = AA⋆. Donc T
est normale. Etant triangulaire, elle est diagonale.

Théorème 2.8. (⋆)
Soit A ∈ IR

n,n une matrice carrée ayant toutes ses valeurs propres réelles, alors il existe
une matrice Q ∈ IR

n,n orthogonale telle que la matrice T = QtAQ soit triangulaire supé-
rieure réelle, les éléments diagonaux de T étant les valeurs propres de A, T étant semblable
à A.

Preuve. La démonstration est l’analogue de celle du théorème de Schur. Utiliser la re-
marque (2.6).

Corollaire 2.7. (⋆)
Une condition nécessaire et suffisante pour que A ∈ IR

n,n soit symétrique est qu’elle soit
semblable à une matrice diagonale réelle par une transformation orthogonale :

QtAQ = diag(λi), avec Q orthogonale et λi réels.

Les colonnes de Q sont des vecteurs propres de A. Ils forment une base orthonormée de
IR

n.

Preuve. Il suffit d’utiliser le théorème 2.8 et le fait qu’une matrice triangulaire supérieure
et symétrique est diagonale.

Corollaire 2.8. (⋆)

Soit A ∈ Cn,n. La trace de A (=
n∑

i=1

Aii) est la somme des valeurs propres de A dans C,

même si A est à coefficients réels.
Le déterminant de A est égale au produit de ses valeurs propres dans C, même si A est
une matrice carrée réelle.
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Propriété 2.14. Quelques Rappels sur la trace : Pour toute matrice A,B, P ∈ IK
n,n, telles

que P est inversible, on a

tr(AB) = tr(BA) tr(A) = tr(P−1AP ).

Preuve. La deuxième égalité est une conséquence de la première : en effet tr((P−1A)P ) =
tr(P · (P−1A)) = tr(A).

tr(AB) =

n∑

i=1

(AB)ii =

n∑

i=1

(

n∑

k=1

AikBki) (en intervertissant les deux sommes) =

n∑

k=1

(

n∑

i=1

BkiAik) =

n∑

k=1

(BA)kk = tr(BA).

Preuve. du corollaire : D’après le théorème de Schur (2.7), il existe T une matrice trian-
gulaire et U une matrice unitaire U⋆ telle que T = U⋆AU . D’où det(T ) = det(U⋆) det(A) det(U).
Or U⋆ = U−1 et det(U−1) = 1/ det(U). Donc det(T ) = det(A). Or det(T ) est le produit
de ses coefficients diagonaux, lesquels sont les valeurs propres de A. Donc det(A) est égal
au produit de ses valeurs propres comptées avec leur multiplicité.

D’autre part, tr(T ) = tr((U⋆A)U) = tr(U(U⋆)A)) = tr(A) car UU⋆ = In. Or la trace
de T est la somme de ses coefficients diagonaux donc aussi la somme des valeurs propres
de A comptées avec leur multiplicité.

2.4 Matrices définies positives :

Définition 2.12. (⋆)
On considère une matrice A hermitienne si A ∈ Cn,n ou symétrique si A ∈ IR

n,n. On dit
que A est définie positive (resp. semi-définie positive) si

∀x ∈ IK
n\{0} (Ax, x) > 0 (resp. (Ax, x) ≥ 0),

où (·, ·) est le produit scalaire usuel sur IK
n.

Remarque 2.7. Soit A ∈ Cn,n alors ∀x ∈ C (Ax, x) ∈ C donc n’est pas en général un
réel. Toutefois, si A est hermitienne alors ∀x ∈ C (Ax, x) = (x,Ax) = (A⋆x, x) = (Ax, x).
Donc (Ax, x) est un réel.

Théorème 2.9. (⋆)
Une condition nécessaire et suffisante pour qu’une matrice A ∈ Cn,n hermitienne ou A ∈
IR

n,n symétrique soit définie positive (resp. semi-définie positive) est que toutes ses valeurs
propres λ1, .., λn soient > 0(resp. ≥ 0). On a alors :

∀x ∈ C
n, ( min

1≤i≤n
λi) ‖x‖22 ≤ (Ax, x) ≤ (max

1≤i≤n
λi) ‖x‖22. (6)

Preuve.
Si A est hermitienne, ses valeurs propres sont toutes réelles : Soient λ1 ≤ .. ≤ λn ses valeurs
propres et (u1.., un) une base orthonormée de Cn, formée de vecteurs propres associés aux
valeurs propres λ1, .., λn.
Condition nécessaire : Si A est définie positive alors 0 < (Aui, ui) = λi‖ui‖22. Donc
λi > 0 (et λi ≥ 0 si A est semi-définie positive).

Condition suffisante : Soit A hermitienne et λ1 > 0. Soit x ∈ C
n, alors x =

n∑

i=1

αiui et
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‖x‖22 = (

n∑

i=1

αiui,

n∑

k=1

αkuk) =

n∑

i=1

n∑

k=1

αiαk (ui, uk)
︸ ︷︷ ︸

=δik

=

n∑

i=1

αiαi =

n∑

i=1

|αi|2 (car la base

des vecteurs propres (u1, .., un) est orthonormée).

(Ax, x) = (
n∑

i=1

αiAui,
n∑

j=1

αjuj) = (
n∑

i=1

αiλiui,
n∑

j=1

αjuj) =
n∑

i=1

|αi|2λi ≥ ( min
1≤i≤n

λi)‖x‖22 =

λ1‖x‖2 > 0, ∀x ∈ C
n\{0}.

On en déduit que A est définie positive.

De même, on a aussi : (Ax, x) =

n∑

i=1

|αi|2λi ≤ (max
1≤i≤n

λi)‖x‖22.

Propriété 2.15. et Définition Soit A ∈ Cn,p. Alors (A⋆)A est hermitienne et semi-
définie positive. De plus, A⋆A est définie positive si et seulement si A est injective.
On appelle valeurs singulières de A les racines carrées des valeurs propres de A⋆A.

Preuve. vu en td.
A⋆A ∈ Cp,p. De plus ∀x ∈ Cp((A⋆)Ax, x) = (Ax,Ax) ≥ 0. Donc (A⋆)A est semi-définie
positive. De plus ((A⋆)Ax, x) = 0 ⇔ Ax = 0. Donc (A⋆)A est définie positive si et
seulement si Ax = 0 ⇒ x = 0, ce qui n’est rien d’autre que le fait que A est injective.

Définition 2.13. (⋆⋆)
Soit A ∈ Cn,n, si on note λ1, ..λn les valeurs propres de A, on appelle rayon spectral de
A le réel noté ρ(A) tel que

ρ(A) = max
1≤i≤n

|λi| (| · | désigne le module).
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