
NeSéance7: réduction d'endomore Def:satz e2(/etcE~ E

phismes;aspect théoriques On dit
que
estun recteurpropre-

associéà lavaleur propreElken

:les si u(x) =xx.Remarque aspects numériquese en

crecherche numérique devaleurs Ganoter Spik(a) lensemble
propres et vecteurs propresseront des valeurs propres den

vus ultérieurement. Dans le cas matriciel.AEdIIK
=>Définition et propriétés an dit que XEIK"30 estunverreur

InEestun KK-er (M=RouK propre associéà la
valeur propredelk

siAX =1X
enen général de dimension finie. Or alternera dans les definitions et

les preuves entre ces 2 approches



D:soit t Ecul. Ondefinit don endaduiten particulier
Ce polynôme X1-Kn[X]: que A possède au plus in valors propres

XA(X) =det (XIntA preuve i
e

(off. deminant deXA:X
XeSpArc- A -xrigg

qu'on appelle polynème caractéristique LXAX =O
de A. On a également le résultat
Gna le résultat suivant: suivant:

kProposition:sat tednl Proposition:si A,BedtnIIk
en e

On a en a XAB =XBA
x-SA=XqlX

preavei
e



X
et N= I 3st)e (AaFanetrIl Xu

x
M

et ainsiXAB =XBA=
I lautre

preuve possible:
AB =BY(BA)B si inversible

et
⑦argument de densité deGLIIk)vm =(A En particulier, si PEGLn(I

-a

oderRN=dtsNMce XA*Ainsi, on peut définir à ban
droit



Le polyneme caractéristique d'un avec AFmatriceextrate/4
endomorphisme: deA:AFIGAsitm=R(E)-annterby s ⑱

Xa =Xaf =Mat(n) (1 =Tr(A) etn=dt(A))B

Caves base quel ne deErrong 2) Si Aest kiangulaire:Remarques et exemples:
techtal ↓ i=(*..)
XqX =x

"
= Tr(A)x

in =i

+--/XAErdt(A) X-(X) =4(X-xi)
i =b

ou si
* 2 det (A Cet SpT/Ex, . . . Xng)
#243...n)
cardI= I



2) Sitesture matrice campagnon: nEine polyneme deTchebychary5
(sm(nor =sinO Tn(asoff
Lafaire).

c =

(zg On definitàprésent l'espace
alers propre associé

àunevaleur propre:
Xa(x =x

=

a --cdf:simelet
spreuve:recurrence etaupreet ↓Splaf,

alors on noter

Exercice:si Ey(m) =Ker(n-xId
l'opace propre associé

à X.*

(alors <icm E, (A) siAedbullk
XIX =Trt(*z) on Th On a la propriétésuivante:



Proposition:Sixy--Xp valars E =Exx ... -* Exp6
e
propres distinctes de mt2(E) lautrement dit:Epossecte une↑
alors ExEi0 --Exp base formée de vecteurs propres deu
Isomme directe) ↳SiAzdtnIk_an dit que
preuve:récurrence sur p. A est diagonalisable si ilexiste
-

On peut alors définir le caractère
I- GLnClWetD diagonale

diaganalisable d'un endemorphisme
rels
que A = PDPB

ou dune matrice.
->Lien entre les Idefinitions:

*f esime 2E/randitque
es diagonalisable 153 base deED

Il
u est diagonalisable s'il existe
Xy
... p hels

que Mat(uf diagenalisable



Ondeftenfilancien de matrice Gruck I(n) lenamurhist
trigonalisable: suivant:((n) =2 aiet

i
=0

f ·AzdnCIK. Gncit avece -du-Moll all..

que A
est tigonalisable s'il existe Le=Id) fes

REGLulWet T=(EnP Cider:PCA) ={aiA
i
=
0

kiangulaire, tels que On
remarqueque:

A=PTP
-

1k[x] -2(G4 : C ↑1 =>P(u)2) Iolynâmes d'endomorphisme (ut(E) fire) estun
Bef:saitut[(E) etElk[X] morphisme d'algebreen partialier:i

P(X) =iX (a)(n) =P(u)0(u)



⑭f:situe2). On dit que on en déduit éexistence8
*Elk[x)Bo] estun polynome (à une constante prestdune

annulateur de en si (m)=8 unique polyname minimal- 2(E) e

m Elk(x) annulanteetFlexiste toujors une infinitéde Led
que&

tels polynemes:parexemple Dannule waters Mu/2

GIdee--ungestunfamilles On énonce alors le
Liée (don l'existence als Pele[X]Bog
annulantu

Chroreine de Cayley-Hamitten:-

Théoreme:satue L(E)
en&ensemble des polynomesannulations
0naXu(n) =021z)

de u forme unideal de IK[X]. (ou: mm/fru)
annede euclidien



proye:
idexiste plusieurs dément Garte 19

Faliens de Cayly-Hamilton:E =Vect()welr) ---Irl-hors celle choisie ici, l'une est Blübre
purement algébrique etl'autre te sans espace rectoriel de E

M
estbaser sur la triangularisalich engendré par Sumlr) --- uP(r).
sur K de toute matrice (àvoir Tsi i

IS suivant). La démonstration u(r) =cow f(n(r)+...u
chasie iciulilise les matrices On a:

compagnons;
soitme 2Eletret. [4,7g= (ed
Lobjedif est demankerXa(e)(r) et ainsi



X,(X) =xcx*...- co seit Bo
Par ailleurs étant libre dans Er

Xalar(r) =Clw(Xr(e) (of
on la complète en une baseEdet. =>alw(gur...
On a alors 0

=0I
(a),(i) 3) Critères de Inigonalisabilite

et de diagonalisabiliteet XaCX) =XX QIX
critère de trigonalisabilité:(OX =det (XIn-G) &
Théoreme:soit AedbnCIk

Gen decrit: -
A est trigonalisa scrlkXa(a)(r) =(2Xy)(n)(w)(E)

bl=-Xysande
-x/2z



Son rappelle que Ppscndé XA(X) =4(X-xi)(1
i =b

c=- P(x) =π(X -Xixi Let XA scinde/i=1

En particulier toute matrice --reurrence sur n:

AcdbnCK/attriganalisable (n
=3:immediat).

Set toute malier AcdnIRest On X(x) =FICX-Xi/:suppose M i
=1

Ensur( Enparticulier, Is ESPA~

preave: Ganate es un recteur propree
=>an peut supposer Akriangulaire associé qu'un complete en
Scarx+

=XA) sat 3.2, -- en parformerunebase
Dansca deE. On aA=(* P cas

[2]=(



On a i
> génecritère de diagonalisability2

Xa(x) =(X-x3X(x) En constate que
B

On en déduit queNestsändé. A =(8) est tel que
Bar (hypothèse de récurrence *sändé surmaisnon diagonalisable
il existe GeGLIIW tel que Dar exprimerce artère an
B
=0- définit lamultiplicitéaque
On a alors

et géométrique dune valor propre:mer

->>yf XeSpA). Si
(a)p =P(Y....s a ma(X):multiplicitédesS comme racinedeXA
avec P =(58)GLull) a mg(X) = dimsker(A-Id)



Gnatorja: Théorème:A t albullk,13e

mg(X maLX Adiagonalisable&

IlEn effet, part absurde/si: ~ XAsendésurlet
dim (KerCA-xIdmal Mmalpartoute-
aveches --- emy bare de valar propre

XeSPIkAKer (A-XId)en complétant (exercice
cette base, on aurait Corollaire: si A possèche n

enx =(X-X)macqui valus propres distinctes, alorsA
est absurde//
Cna le critère suivant

A est diagonalisable.
(Xf(x) =(X- di

i =3

etmg(Xi) =macki) =6/



zie
3 critère de diagonalisabilité Cham Be
On utilise parce critère

le polynne
minimali Mp(X) =(Xaxi (ab...

Théoreme .seitAccallk sändeàranes simples.
e

Aet diagonalisable
4 =>en suppose que
~m

estscindéstäraunesimples
my(X) =(X-x3) - - (X-Xp!

preuve i

: an en
Guar aussi

x= t..- 1apA =PLap X- x3 x=xp
Schicomposition er elements simple

⑪I



sait Cestà dire ZiKersA-XiIa
1 =[a:DiX = Ex;(A)
i =b - On a ainsimanteque
,(X-xj E=Exy - - 0 Ex

P
So YEIR", on a <caractère generateur libre)

me:il suffit de trouveri =(a)(A)(Y Remorq
-
e

i =I un polyneme annulator, scinde
sely

àracinessimplesdu Aparendor
P

-Eri
conclure

que Adiagonalisable
Cette démonstralien utilise

Zi

WeklyperCommeGua (A-XiI/ (Zi) =mA)(Zil
un

argumen
- o

des noyaux-



Lemme des
noyaue:ue2(E)

De même 16
en a(w) (z2 =0.
1QEIk[x]110 =6. Alors

et on a la somme demandes
KerQ/(n) -Ker(P(u/Ker(Gla) entre espaces vectoriels.
preue:far lidentité de Bezout Celle-ci est directer:si
en

zEker(P(u)/nker(a(u))
AP + Ba =b

Sat eker (PC(m
P(n)(z) =a(n)(y) =0

if on ar Bezout donner

y
=(AP(u/(y) +(BP)()(y)-- 3=(AP/(n)() +(Ba(a)y)

23 22

On a G(y(zx) =A(n)(PN(n(y)
=0 +0/

=>0



Groffare/ducritères) surE2(E) Retarsurfe critère:117
en

diagenalisable et sans espace Théorème:Ac abullk(e
destable paru alors e,fest Adiagonalisable

Iégalementdiagonalisable. ~ XAsendésurlet
prease: M est scindé à

Mmalpartoute-
racines simples et met

valar propre XESPIKA-
un polynome annulateur de M,F

-D'àmu,est scindéàracines
preuve

X A scindé (A Uniganalisable= I

simples =- M,diagonalisable. De plus i
E =Ex, - - -Exp
sit n =[

i =mg(Xi)
(par la dimensiony). Or,



mg(bi) malxi), on a In en déduit 18
forcément égalité (since Ext0.--EXn=E

P
[malin:absurde). et Adiagonalisable //
i =3

P

=-ane XaX-,X-xialxi
On a tayars somme directentre
espaces propres

et

dim (Exg.-*Exr)

-Eng(bi) =maldi
Chyp.i =3

= dOXA =n


